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Plan du cours

I Milieux élastiques isotropes

II Ondes élastiques

III Reflexion/Transmission à une interface plane

IV Quelques solutions en élastodynamique

V Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées

2/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 2016–17



I. Milieux élastiques isotropes
Plan du Chapitre I

1 Déformation du milieu

2 Conservation de la masse

3 Tenseur des contraintes

4 Constantes élastiques

5 Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope
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0. Rappels sur les tenseurs

Tenseur unité de rang 2, ou δ de Kronecker :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
δij = 1 si i = j,
δij = 0 sinon.

Tenseur complètement antisymétrique de rang 3 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ǫijk = 1 si (i, j, k) permutation paire de (1,2,3),
ǫijk = −1 si (i, j, k) permutation impaire de (1,2,3),
ǫijk = 0 si au moins deux indices sont répétés.

Produit vectoriel : [Vérifier !]

(A ∧B)i = ǫijkAjBk

Double produit vectoriel : A ∧ (B ∧C) = B(A ⋅C) −C(A ⋅B)
En notations tensorielles :[Vérifier !]

ǫijkǫklm = δilδjm − δimδjl.
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I. Milieux élastiques isotropes
I–1. Déformations du milieu (1/4)

État de référence : coordonnées X
État déformé : coordonnées x
x = x(X, t) et X =X(x, t)

MM ′ ≡ dL = (dXidXi)1/2
PP ′ ≡ dl = (dxidxi)1/2

Il y a déformation du matériau si
dL ≠ dl, ce qui exclue les
translations et rotations qui, elles,
conservent les distances.
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I. Milieux élastiques isotropes
I–1. Déformations du milieu (2/4)

dl2 − dL2 = dxidxi − dXidXi, avec dXi = ∂Xi

∂xj
dxj , donc

dl2 − dL2 = (δij − ∂Xk

∂xi

∂Xk

∂xj
)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
Tenseur d’Almansi 2Aij

dxidxj (formulation Eulérienne)

De façon équivalente en formulation Lagrangienne

dl2−dL2 = ( ∂xk
∂Xi

∂xk

∂Xj

− δij)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Tenseur de Green 2Gij

dXidXj (formulation Lagrangienne)
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I. Milieux élastiques isotropes
I–1. Déformations du milieu (3/4)

Il est intéressant d’utiliser plutôt le champ de déplacement u = x −X.

On a
∂uk

∂xi
= δki − ∂Xk

∂xi
, soit (Tableau)

Aij = 1

2
( ∂ui
∂xj
+ ∂uj
∂xi
− ∂uk
∂xi

∂uk

∂xj
)

[Exercice : faire le même calcul pour le tenseur de Green, et vérifier
que le terme quadratique est de signe opposé.]

Pour de petites déformations, on néglige le terme quadratique et les
deux descriptions deviennent identiques. On définit alors

Sij = 1

2
( ∂ui
∂xj
+ ∂uj
∂xi
) (Tenseur des déformations de Cauchy)
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I. Milieux élastiques isotropes
I–1. Déformations du milieu (4/4)

Variation générale du champ de déplacement :

dui = ∂ui
∂xj

dxj = Sijdxj +Ωijdxj ,

où

Ωij ≡ 1

2
( ∂ui
∂xj
− ∂uj
∂xi
) = −1

2
ǫijkωk

s’exprime en fonction du vecteur tourbillon ω = ∇∧ u. (Tableau)
Si ω = 0, on a une déformation pure et dui = Sijdxj
Si Sij = 0, on a localement une rotation solide du matériau.

À l’approximation linéaire, les deux opérations commutent.

Toujours à cette approximation, la vitesse v et l’accélération a sont

v = ∂u
∂t
≡ u̇, a = ∂v

∂t
= ∂2u
∂t2
≡ ü.
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I. Milieux élastiques isotropes
I–2. Conservation de la masse

Soit M la masse du matériau contenue dans un volume V0 (resp. V )
avec une densité ρ0 (resp. ρ) dans l’état de référence (resp. déformé).

M = ∫
V
ρ(x)dx1dx2dx3 = ∫

V0

ρ0(X)dX1dX2dX3

En faisant le changement de variables dans la première intégrale,

M = ∫
V0

ρ [x(X)] ∂(x1, x2, x3)
∂(X1,X2,X3)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Jacobien

dX1dX2dX3

Or
∂(x1, x2, x3)
∂(X1,X2,X3) ≈ 1+∂uk∂xk

Ô⇒ ρ(x) ≈ ρ0(X)(1 − ∂uk
∂xk
) (Tableau)

S ≡ ∂uk/∂xk est la dilatation. Le tenseur des déformations s’écrit

Sij = 1

3
Sδij + Sij ,

où Sij est la partie déviatorique ou déformation équivolumique.
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I. Milieux élastiques isotropes
I–3. Tenseur des contraintes (1/5)

Les forces intermoléculaires sont des forces à courte portée : on
considère qu’elles s’exercent en surface.

Force exercée par le solide du coté
positif de n sur le solide du coté
négatif :

df = t (n,x, t) dS

Loi de Newton pour un volume V limité par une surface fermée ∂V

∫
V
gρdV + ∫

∂V
t (n,x, t) dS = d

dt
∫
V
ρvdV = ∫

V
ρadV
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I. Milieux élastiques isotropes
I–3. Tenseur des contraintes (2/5)

Équilibre d’un volume cylindrique de surface latérale ǫ :

∫
S+

t (n,x, t)dS+∫
S−

t (−n,x, t)dS = O(ǫ)
A la limite ǫ → 0

t (−n,x, t) = −t (n,x, t)
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I. Milieux élastiques isotropes
I–3. Tenseur des contraintes (3/5)

Équilibre d’un tétraèdre OA1A2A3

surface A1A2A3 : ǫ2

surface OA1A3 : n2ǫ
2

surface OA1A2 : n3ǫ
2

surface OA2A3 : n1ǫ
2

(Tableau)

Notons Ti = t (ei,x) = (Ti1, Ti2, Ti3), puis faisons le bilan des forces :
O(ǫ3) = ǫ2 [t (n,x) + n1T1 (−n1,x) + n2T2 (−n2,x) + n3T3 (−n3,x)]
On divise par ǫ2 et on fait ǫ → 0, avec Ti (−ni,x) = −Ti (ni,x) :

ti = Tjinj donc Tij est un tenseur de rang 2
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I. Milieux élastiques isotropes
I–3. Tenseur des contraintes (4/5)

Équilibre d’un cube infinitésimal :
La somme des moments des forces
appliquées est nulle

[T32dx3
2
+ (−T32)(−dx3

2
)]dx1dx2−[T23 dx1

2
+ (−T23)(−dx1

2
)]dx2dx3 = 0

d’où T23 = T32 et de même pour les autres composantes.

Le tenseur des contraintes Tij est symétrique.
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I. Milieux élastiques isotropes
I–3. Tenseur des contraintes (5/5)

Bilan : Loi de Newton

∫
V
giρdV + ∫

∂V
TijnjdS = ∫

V
ρaidV

Théorème de Green (ou théorème de la divergence)

∫
∂V
TijnjdS = ∫

V

∂Tij

∂xj
dV,

soit enfin :

ρgi + ∂Tij
∂xj

− ρai = 0.
car V est un volume arbitraire.
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I. Milieux élastiques isotropes
I–4. Constantes élastiques (1/4)

Méthode : On calcule la puissance instantanée nécessaire pour
déformer l’échantillon

Remarque : L’état de référence ne peut être que l’état non
déformé

WdV0 est le travail fourni pour déformer le matériau contenu
dans le volume dV0 dans l’état de référence

Travail total : ∫
V0

WdV0 = ∫
V

ρ

ρ0
WdV ≈ ∫

V
WdV

(Hypothèse de petites déformations : ρ/ρ0 ≈ 1.)
∫
V

dW

dt
dV = ∫

V

ρgividV + ∫
∂V

ti(n,x, t)vidS − dEC

dt

(la variation d’énergie cinétique ne représente pas une déformation du
matériau)
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I. Milieux élastiques isotropes
I–4. Constantes élastiques (2/4)

dEC

dt
= d

dt

1

2
∫
V

ρv2i dV = ∫
V

ρaividV

∫
∂V

tividS = ∫
∂V

(Tijvi)njdS = ∫
V

∂(Tijvi)
∂xj

dV

Donc :

∫
V

dW

dt
dV = ∫

V

[ρgi + ∂Tij
∂xj

− ρai]
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
=0 (loi de Newton)

vidV + ∫
V

Tij
∂vi

∂xj
dV

Définition d’un matériau élastique :

Le travail W est une fonction des seules déformations élastiques Sij .

W est indépendant des rotations et translations

W ne dépends pas de l’histoire de la déformation

W ne dépends pas du taux de déformation

16/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 2016–17



I. Milieux élastiques isotropes
I–4. Constantes élastiques (3/4)

∫
V

dW

dt
dV = ∫

V

∂W

∂Sij

dSij

dt
dV = ∫

V

Tij
d

dt

∂ui

∂xj
dV = ∫

V

Tij
dSij

dt
dV

où, pour la dernière égalité, on a utilisé le fait que Tij est un tenseur
symétrique.
Le volume V étant quelconque,

Tij = ∂W
∂Sij

Si Sij = 0, Tij doit être nul. Donc W est, à l’ordre le plus bas en
déformation, d’ordre 2. Comme c’est un scalaire, nécessairement

W = 1

2
cijklSijSkl

où cijkl est un tenseur d’ordre 4.
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I. Milieux élastiques isotropes
I–4. Constantes élastiques (4/4)

A priori, cijkl a 34 = 81 composantes indépendantes.

Sij et Tij symétriques : cijkl = cjikl et cijkl = cijlk .
Il reste donc 6 × 6 = 36 composantes indépendantes.

On peut donc noter cijkl = cαβ où les indices Grecs prennent des
valeurs de 1 à 6, avec par convention

(11)↔ 1, (22)↔ 2, (33)↔ 3,

(23) = (32)↔ 4, (31) = (13)↔ 5, (12) = (21)↔ 6.

D’après l’expression de W , cijkl = cklij soit cαβ = cβα
Tenseur 6 × 6 symétrique : 6 + 30/2 = 21 composantes

cijkl a donc au plus 21 composantes indépendantes.
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I. Milieux élastiques isotropes
I–5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (1/10)

Définition d’un milieu isotrope :

Un milieu est isotrope si, en son sein, toutes les directions sont
équivalentes. Les tenseurs qui caractérisant ses propriétés
physiques doivent alors être invariants sous l’action des
rotations de l’espace. On parle de tenseur isotrope.

Un liquide ou un verre sont isotrope

Un cristal, au contraire, est anisotrope

Beaucoup de matériaux courants sont composés de
microcristaux orientés aléatoirement et sont de ce fait
isotropes

Un traitement métallurgique (laminage, extrusion) peut
orienter les microcristaux et rendre le matériau anisotrope

Le bois massif est anisotrope (orientation des fibres)

. . .
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I. Milieux élastiques isotropes
I–5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (2/10)

21 composantes non nulles a priori [Vérifier !]

– c1111, c2222 , c3333

– c1212, c1313, c2323

– c1122, c1133, c2233

– c1112, c1113, c2221, c2223, c3331, c3332

– c1123, c2213, c3312

– c1312, c2321, c3231

Rotation N○ 1 d’axe ∆ : x1 → x2, x2 → x3,
x3 → x1

c1111 = c2222 = c3333
c1212 = c1313 = c2323
c1122 = c1133 = c2233
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Solution

Il suffit de faire la correspondance entre les coefficients cijkl et les
coefficients cαβ .

– c1111 (c11), c2222 (c22), c3333 (c33)

– c1212 (c66), c1313 (c55), c2323 (c44)

– c1122 (c12), c1133 (c13), c2233 (c23)

– c1112 (c16), c1113 (c15), c2221 (c26), c2223 (c24), c3331 (c35), c3332
(c34)

– c1123 (c14), c2213 (c25), c3312 (c36)

– c1312 (c56), c2321 (c46), c3231 (c45)
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I. Milieux élastiques isotropes
I–5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (3/10)

Regardons les composantes du type :

– c1112, c1113, c2221, c2223, c3331, c3332

– c1123, c2213, c3312

– c1312, c2321, c3231

Rotation N○ 2 : Axe x3, rotation de π/2. Donc x1 → x2 et x2 → −x1.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
c1113 → c2223 Ô⇒ c1113 = c2223
c2223 → −c1113 Ô⇒ c1113 = −c2223 Ô⇒ c1113 = c2223 = 0
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
c3312 → −c3321 Ô⇒ c3312 = −c3321
or on a vu : cijkl = cijlk Ô⇒ c3312 = c3321 = 0
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
c3231 → −c3132 Ô⇒ c3231 = −c3132
or on a vu : cijkl = cklij Ô⇒ c3231 = c3132 = 0
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I. Milieux élastiques isotropes
I–5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (4/10)

On peut reprendre le raisonnement avec des rotations de π/2 autour
des axes x1 et x2. Donc les seules composantes non nulles sont celles
avec les quatre indices égaux, ou avec deux fois deux indices égaux.

Les composantes non nulles sont alors :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c1111 = c2222 = c3333 = κ
c1122 = c1133 = c2233 = λ
c1212 = c1313 = c2323 = µ
c2112 = c3113 = c3223 = µ car cijkl = cjikl

Soit :

cijkl = λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk) + (κ − λ − 2µ)νijkl,
où νijkl = 1 si les 4 indices sont égaux et 0 sinon.
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I. Milieux élastiques isotropes
I–5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (5/10)

Soient x, y, z et w 4 vecteurs quelconques.

Puisque cijkl est un tenseur d’ordre 4, alors cijklxiyjzkwl doit être un
scalaire. Cette expression s’écrit

cijklxiyjzkwl = λxiyizjwj + µ (xiziyjwj + xiwiyjzj) +
+(κ − λ − 2µ) (x1y1z1w1 + . . .)

Les trois premiers termes sont à l’évidence des scalaires, mais pas le
dernier qui n’est pas invariant par rotation.

Prenons en effet x = y = z =w. Le dernier terme vaut x41 + x42 + x43.
Soit x = (1,1,1)/√3. Alors x41 + x42 + x43 = 1/3.
Il existe une rotation qui transforme ce vecteur en x′ = (1,0,0), et
x′

4

1 + x′42 + x′43 = 1.
Il faut donc κ − λ − 2µ = 0 !

[Exercice : Donner la forme général d’un tenseur isotrope de rang 2
(par exemple le tenseur des constantes diélectriques)]
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Solution

En imposant l’invariance du tenseur Aij sous la rotation N○ 1 on
trouve A11 = A22 = A33.

Si on considère maintenant la rotation N○ 2, on a A13 → A23 et
A23 → −A13. La seule possibilité est donc A13 = A23 = 0. De même
A31 = A32 = 0. En prenant d’autres rotations d’axes x1 et x2 on annule
ainsi tous les termes non diagonaux.

Les tenseurs isotropes de rang 2 s’écrivent donc

Aij = Aδij
où A est une constante.
La propriété physique correspondante est donc caractérisée par le
scalaire A, dans un matériau isotrope. C’est le cas de la permittivité
diélectrique, de la perméabilité magnétique, de la conductivité, etc...
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I. Milieux élastiques isotropes
I–5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (6/10)

Le tenseur d’élasticité d’un matériau isotrope est donc

cijkl = λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk)

λ et µ sont les coefficients de Lamé, homogènes à des pressions

Tij = λSkkδij + 2µSij
(Tableau)

Sij = 1

2µ
Tij − λ

2µ(3λ + 2µ)Tkkδij
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I. Milieux élastiques isotropes
I–5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (7/10)

Module d’Young E et coefficient de Poisson ν

∆L

L
≡ 1

E

F

S
,

∆d

d
= −ν∆L

L
.
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I. Milieux élastiques isotropes
I–5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (8/10)

Parallélépipède rectangle soumis à une extension selon son axe Oz

Sur les cotés, Fi = Tijnj = 0 avec nj = nx ou ny. Donc seule Tzz ≠ 0.
Sur les faces, Tzini = Tzz = p. Donc (en déformation homogène)

Szz = λ + µ
µ(3λ + 2µ)p, Sxx = Syy = − λ

2µ(3λ+ 2µ)p
(Tableau)
Module d’Young E : Szz = p/E. Coefficient de Poisson ν : Sxx = −νSzz.

E = µ(3λ + 2µ)
λ + µ ; ν = λ

2(λ + µ)
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I. Milieux élastiques isotropes
I–5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (9/10)

On peut donc écrire

E = 2µ + λµ

λ + µ = 2µ(1 + ν)
soit

µ = E

2(1 + ν)
Or

λ(1 − 2ν) = 2µν,
donc

λ = Eν(1 + ν)(1 − 2ν)
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I. Milieux élastiques isotropes
I–5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (10/10)

Aspect thermodynamique :

W = λ
2
(Sii)2 + µ(Sij)2 = µ(Sij − 1

3
Skkδij)2 + 1

2
(λ + 2µ

3
) (Sii)2

µ est le module de cisaillement.

B ≡ λ + 2µ

3
est le module de compression

1

B
≡ − 1

V
(∂V
∂p
) (Tableau)

Dans l’expression de droite, le premier tenseur est de trace nulle. Les
deux termes carrés sont donc indépendants, et on en déduit

µ ⩾ 0 et λ ⩾ −2µ
3

soit aussi

E ⩾ 0 et − 1 (si λ = −2µ/3) ⩽ ν ⩽ 1

2
(si µ = 0)
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II. Ondes élastiques
Plan du Chapitre II

1 Équations du mouvement

2 Ondes planes

3 Quelques valeurs numériques

4 Cas général

5 Comparaison avec les fluides Newtoniens

6 Propagation de l’énergie

7 Ondes sphériques
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II. Ondes élastiques
II–1. Équations du mouvement

Loi de Newton (en négligeant la gravité) :

ρ
∂2ui

∂t2
= ∂Tij
∂xj

Matériau élastique isotrope :

Tij = λSkkδij + 2µSij et Sij = 1

2
( ∂ui
∂xj
+ ∂uj
∂xi
)

(Tableau)

Equations de Navier :

ρ
∂2u

∂t2
= µ∆u + (λ + µ)∇(∇ ⋅ u) = (λ + 2µ)∇(∇ ⋅ u) − µ∇∧ (∇∧ u)
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II. Ondes élastiques
II–2. Ondes planes (1/4)

La coordonnée x1 est définie par la normale aux plans d’onde.
On cherche donc un déplacement élastique de la forme u = u(x1, t).

∇ ⋅ u = ∂u1
∂x1

Les équations de Navier donnent deux équations :

ρ
∂2u1

∂t2
= (λ + 2µ)∂2u1

∂x2
1

,

ρ
∂2u2,3

∂t2
= µ∂2u2,3

∂x2
1

,

Il y a donc deux modes acoustiques découplés.
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II. Ondes élastiques
II–2. Ondes planes (2/4)

Mode longitudinal.

Le déplacement est parallèle à la direction de propagation.

∇ ⋅ u ≠ 0, V 2

L = λ + 2µ
ρ

La vitesse de l’onde est indépendante de la longueur d’onde :
propagation non dispersive.
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II. Ondes élastiques
II–2. Ondes planes (3/4)

Mode transverse.

Le déplacement est orthogonal à la direction de propagation.

∇ ⋅u = 0, V 2

T = µ
ρ

La vitesse de l’onde est indépendante de la longueur d’onde :
propagation non dispersive.

35/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 2016–17



II. Ondes élastiques
II–2. Ondes planes (4/4)

Vitesses de propagation en fonction du module d’Young et du
coefficient de Poisson :

V 2

L = E(1 − ν)
ρ(1 + ν)(1 − 2ν) , V 2

T = E

2ρ(1 + ν)
On en déduit que

VL

VT
=
¿ÁÁÀ2(1 − ν)(1 − 2ν)

Il s’agit d’une fonction croissante de ν sur le domaine −1 ⩽ ν ⩽ 1/2.
On en déduit VL >√4/3VT (pour ν = −1) et même VL >√2VT pour
les matériaux les plus courants (0 ⩽ ν ⩽ 1/2)

Les ondes longitudinales vont toujours plus vite que les ondes transverses.
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II. Ondes élastiques
II–3. Quelques valeurs numériques

Matériau Densité VL VT
(g/cm3) m/s m/s

Laiton 8.6 4700 2100

Duralumin 2.79 6320 3130

Inox 7.9 5790 3100

Verre (flint) 3.88 3980 2380

Verre (crown) 2.24 5100 2840

Plexiglas 1.18 2680 1100

Nylon 1.11 2620 1070

Rappel : Dans l’air VS ≈ 340 m/s, dans l’eau VS ≈ 1500 m/s.
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II. Ondes élastiques
II–4. Cas général (1/4)

Théorème de Helmholtz :

Soit u une solution des équations de Navier dans un domaine fini D
de l’espace, pour t1 < t < t2. Alors il existe une fonction scalaire ϕ(x, t)
et une fonction vectorielle ψ(x, t), avec ∇ ⋅ψ = 0, telles que

u(x, t) = ∇ϕ(x, t) +∇ ∧ψ(x, t).
(Remarque : u représente trois degrés de liberté, le potentiel scalaire
et le potentiel vecteur en totalisent 4. Il n’est donc pas surprenant de
pouvoir imposer une condition supplémentaire à ψ)

Les équations de Navier deviennent (en intervertissant l’ordre des
dérivations)

ρ∇∂
2ϕ

∂t2
+ ρ∇∧ ∂

2ψ

∂t2
= µ [∇∆ϕ +∇ ∧ (∆ψ] + (λ + µ)∇(∆ϕ)
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II. Ondes élastiques
II–4. Cas général (2/4)

● Appliquons l’opérateur divergence à cette équation :

∆[ρ∂2ϕ
∂t2
− (λ + 2µ)∆ϕ] = 0

● Appliquons l’opérateur rotationnel à cette équation : (Tableau)

∆[ρ∂2ψ
∂t2
− µ∆ψ] = 0

Il n’est pas totalement évident que l’on puisse simplement
« supprimer » l’opérateur Laplacien ! Il reste des fonctions de
Laplacien nul, mais celles-ci peuvent être introduites dans une
redéfinition des potentiels ϕ et ψ. La démonstration en a été faite par
P. Duhem en 1898. (voir E. Sternberg, Arch. Rat. Mech. Anal., vol. 6, 34–50)
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II. Ondes élastiques
II–4. Cas général (3/4)

On a donc en toute généralité :

ρ
∂2ϕ

∂t2
− (λ + 2µ)∆ϕ = 0, ρ

∂2ψ

∂t2
− µ∆ψ = 0

Le champ uL(x, t) = ∇ϕ(x, t) représente l’onde longitudinale.

Le champ uT (x, t) = ∇∧ ψ(x, t) représente l’onde transverse.

On retrouve bien les deux expressions précédentes des vitesses de
propagation sans faire l’hypothèse des ondes planes !
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II. Ondes élastiques
II–4. Cas général (4/4)

Note sur la terminologie :

Mode longitudinal, VL

Onde irrotationnelle

Onde de
dilatation/dilatation/compression

Onde primaire ou onde P
(car VL > VT )

Mode transverse, VT

Onde équivolumique

Onde de cisaillement

Onde secondaire ou onde S
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II. Ondes élastiques
II–5. Comparaison avec un fluide Newtonien (1/3)

Equations de Navier-Stokes :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂ρ

∂t
+ ∇ ⋅ (ρv) = 0

ρ(∂v
∂t
+ (v ⋅ ∇)v) = −∇p + η∆v + (ξ + η

3
)∇(∇ ⋅ v)

Approximation linéaire : ρ = ρ0 + δρ, p = p0 + δp, v
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂δρ

∂t
+ ρ0∇ ⋅ v = 0

ρ0
∂v

∂t
= −(∂p

∂ρ
)
S

∇δρ + η∆v + (ξ + η
3
)∇(∇ ⋅ v)
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II. Ondes élastiques
II–5. Comparaison avec un fluide Newtonien (2/3)

● Composante transverse du champ de vitesse : ∇ ⋅ vT = 0
∂δρ

∂t
= 0,

normal pour des ondes équivolumiques, et

ρ0
∂vT

∂t
= η∆vT (Équation de diffusion)

Dans un fluide Newtonien, le mode transverse est diffusif !

Il s’agit de LA différence fondamentale entre un solide et un fluide !

43/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 2016–17



II. Ondes élastiques
II–5. Comparaison avec un fluide Newtonien (3/3)

● Composante longitudinale du champ de vitesse : vL = ∇φ (Tableau)

ρ0
∂2φ

∂t2
= ρ0 (∂p

∂ρ
)
S

∆φ + (ξ + 4

3
η)∆∂φ

∂t´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
terme d’atténuation

Notez que le terme d’atténuation n’est pas invariant par renversement
du temps t←→ −t !

En négligeant l’atténuation, la vitesse de propagation est

V 2

S = (∂p
∂ρ
)
S

.
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II. Ondes élastiques
II–6. Propagation de l’énergie (1/4)

Calculons le flux d’énergie Φ traversant une surface élémentaire dS
selon la direction de sa normale n.

ΦjnjdS = t(−n,x, t) ⋅ u̇dS = −Tij u̇injdS

(c’est t(−n,x, t)) car si l’onde se propage dans la direction de n la
contrainte est exercée par le milieu situé du coté de −n)
Donc

Φj = −Tij u̇i
● Cas d’une onde longitudinale u = nu(t − n ⋅ x

VL
)

On montre que (Tableau)

Φj = ρVLu̇2nj , Φ = ρVLu̇2n, (Onde longitudinale)

Le flux d’énergie est orienté selon la direction de propagation de
l’onde.
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II. Ondes élastiques
II–6. Propagation de l’énergie (2/4)

● Cas d’une onde transverse u = pu(t − n ⋅ x
VT
) où ∣p∣ = 1 et p ⋅ n = 0.

On montre que (Tableau)

Φj = ρVT u̇2nj, Φ = ρVT u̇2n, (Onde transverse)

Le flux d’énergie est orienté selon la direction de propagation de

l’onde.

L’identité entre direction de propagation de l’onde
et direction du flux d’énergie

est une propriété des seuls milieux isotropes !
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II. Ondes élastiques
II–6. Propagation de l’énergie (3/4)

● Densité d’énergie de déformation

W = 1

2
TijSij = 1

2
ρu̇2,

pour les ondes longitudinales et pour les ondes transverses. (Tableau)

● Densité d’énergie cinétique Ec = 1

2
ρu̇2

● Densité d’énergie totale E = ρu̇2
● Vitesse de transport de l’énergie

U ≡ Φ

E =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
VLn (ondes longitudinales)

VTn (ondes transverses)
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II. Ondes élastiques
II–6. Propagation de l’énergie (4/4)

L’identité entre direction de propagation de l’onde
et direction de propagation de l’énergie

est une propriété des seuls milieux isotropes !

Loi de conservation de l’énergie :

∂E
∂t
+ ∂Φj

∂xj
= 0
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II. Ondes élastiques
II–7. Ondes sphériques (1/11)

Partons des équations de Navier sous la forme

ρ
∂2u

∂t2
= (λ + 2µ)∇(∇ ⋅ u) − µ∇∧ (∇∧ u)

Prenons la divergence de cette équation. On trouve

S̈ − V 2

L∆S = 0
où S ≡ ∇ ⋅ u est la dilatation .

Prenons le rotationnel de l’équation de Navier. On trouve

ω̈ − V 2

T∆ω = 0
où ω ≡ ∇∧ u est le vecteur tourbillon.

Cette façon de décrire les ondes longitudinales (S ≠ 0) et les ondes
transverses (ω ≠ 0) va se révéler pratique pour l’étude des ondes
sphériques.
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II. Ondes élastiques
II–7. Ondes sphériques (2/11)

● Coordonnées sphériques

d = d1x̂1 + d2x̂2 + d3x̂3 = drer + dθeθ + dφeφ
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
dr = (d1 cosφ + d2 sinφ) sin θ + d3 cosθ
dθ = (d1 cosφ + d2 sinφ) cos θ − d3 sin θ
dφ = −d1 sinφ + d2 cosφ
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II. Ondes élastiques
II–7. Ondes sphériques (3/11)

● Ondes sphériques de dilatation/compression (1/3)

Pour des ondes de dilatation/compression à symétrie sphérique, la
dilatation S est seulement fonction du temps t et du rayon r ≡ ∣x∣. Elle
obéit donc à l’équation

1

V 2

L

∂2(Sr)
∂t2

= ∂2(Sr)
∂r2

qui admet comme solution générale

S = f(t − r/VL)
r

+ g(t + r/VL)
r

,

où f et g sont des fonctions quelconques deux fois dérivables. La
fonction f (resp. g) représente une onde divergente (resp. une onde
convergente)

Nous nous limitons désormais aux seules ondes divergentes.
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II. Ondes élastiques
II–7. Ondes sphériques (4/11)

● Ondes sphériques de dilatation/compression (2/3)

Les équations de Navier peuvent se mettre sous la forme

ü = V 2

L∇S − V 2

T∇∧ ω
On en déduit

ü = V 2

L∇[f(t − r/VL)
r

]
soit

u = ∇[φ(t − r/VL)
r

] où φ̈(t) = V 2

Lf(t)
Cette onde est irrotationnelle, divergente dans la direction radiale et
le déplacement est lui aussi radial. C’est donc une onde longitudinale

u = ux̂, x̂ ≡ x

r
, u = ∂

∂r
[φ(t − r/VL)

r
]
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II. Ondes élastiques
II–7. Ondes sphériques (5/11)

● Ondes sphériques de dilatation/compression (3/3)

Il y a bien sûr une singularité en r = 0. On peut l’éviter en supposant
que l’onde est émise par une traction exercée sur une surface
sphérique interne r = R > 0.
La traction correspondante est (Tableau)

ti(−x̂,x, t)∣r=R = −Tij x̂j ∣r=R = −x̂i [(3λ + 2µ)ur + (λ + 2µ)r ∂∂r (ur )]r=R
(traction radiale puisque x̂i = δri)
Le flux d’énergie est lui aussi partout radial :

Φj = −Tij x̂iu̇ = −x̂u̇ [(3λ + 2µ)u
r
+ (λ + 2µ)r ∂

∂r
(u
r
)]

53/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 2016–17



II. Ondes élastiques
II–7. Ondes sphériques (6/11)

● Ondes sphériques de cisaillement (1/6)

On cherche des ondes de cisaillement ne dépendant que de la
coordonnée radiale r.
On veut ∇ ⋅ u = 0, on pose donc

u = ∇∧F.
Les équations de Navier imposent (Tableau)

ü = −V 2

T∇∧ ω Ô⇒ ∇∧ [F̈ − V 2

T∆F] = 0
On pose alors F = Fd où d est un vecteur unitaire constant.
On en déduit (Tableau)

F̈ − V 2

T∆F = 0.
[NB On utilise ∇∧ (UA) = (∇U) ∧A +U(∇∧A)]
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II. Ondes élastiques
II–7. Ondes sphériques (7/11)

● Ondes sphériques de cisaillement (2/6)

Cette fonction scalaire F peut donc être purement radiale, et s’écrit
alors

F (r, t) = 1

r
f (t − r

VT
) + 1

r
g (t + r

VT
) ,

où f et g sont des fonctions quelconques, f représentant une onde
divergente et g une onde convergente.

Si on se limite à l’onde divergente, le déplacement élastique est

u = ∂

∂r
[1
r
f (t − r

VT
)] x̂ ∧ d

On a bien construit une onde de cisaillement, se propageant selon la
direction radiale er, de polarisation orthogonale à sa direction de
propagation, et à symétrie sphérique.
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II. Ondes élastiques
II–7. Ondes sphériques (8/11)

● Ondes sphériques de cisaillement (3/6)

Comme précédemment, pour éliminer la singularité en r = 0, on va
supposer que l’onde est émise par une cavité de rayon r = R sur
laquelle on applique une certaine distribution de contrainte. On
cherche donc à calculer

ti(−x̂,x, t)∣r=R = −Tij x̂j ∣r=R
Il y a une complication technique : en effet la base des coordonnées
sphériques (er,eθ,eφ) est une base locale et, une fois exprimées dans
cette base, les coordonnées du vecteur unitaire constant d dépendent
des angles θ et φ !
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II. Ondes élastiques
II–7. Ondes sphériques (9/11)

● Ondes sphériques de cisaillement (4/6)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
dr = (d1 cosφ + d2 sinφ) sin θ + d3 cosθ
dθ = (d1 cosφ + d2 sinφ) cos θ − d3 sin θ
dφ = −d1 sinφ + d2 cosφ

er ∧ d = ⎛⎜⎝
0
−dφ
dθ

⎞⎟⎠
soit enfin

u = u(t − r/VT )⎛⎜⎝
0

d1 sinφ − d2 cosφ(d1 cosφ + d2 sinφ) cos θ − d3 sin θ
⎞⎟⎠
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II. Ondes élastiques
II–7. Ondes sphériques (10/11)

● Ondes sphériques de cisaillement (5/6)
On peut alors calculer le tenseur des déformations (Tableau)

Srr = 0, (évident)
Sθθ = 0, (car uθ ne dépend pas de θ)

Sφφ = 0,
ce qui est conforme à une onde de cisaillement pour laquelle S = 0.
Les autres composantes sont (Tableau)

2Srθ = −(u̇ − u
r
)dφ,

2Sθφ = 0,
2Srφ = (u̇ − u

r
)dθ,
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II. Ondes élastiques
II–7. Ondes sphériques (11/11)

● Ondes sphériques de cisaillement (6/6)

La distribution de contraintes est donc (Tableau)

ti(−x̂,x, t)∣r=R = −µ [r ∂∂r (ur )]r=R (er ∧ d)i
Le flux d’énergie est (Tableau)

Φ = −µu̇r ∂
∂r
(u
r
) sin2 θer,

où pour aboutir à cette expression simple on a choisi (sans perte de
généralité !) le vecteur d porté par l’axe Ox3.
Notez que l’argument de u est t − r/VT , donc l’énergie se propage bien
dans le sens des r croissants (onde divergente)
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
Plan du Chapitre III

1 Conditions aux limites à une interface

2 Reflexion d’une onde plane à une surface libre

3 Reflexion/Transmission d’une onde plane à une interface
Liquide/Solide

4 Mesure de constantes élastiques par immersion
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–1. Conditions aux limites (1/2)

Interface entre deux solides (rigidement liés) :

▸ Le déplacement élastique est continu à l’interface :

ui∣solide1 = ui∣solide2
▸ La contrainte élastique est continue à l’interface :

Tijnj ∣solide1 = Tijnj ∣solide2
Surface libre d’un solide : Aucune contrainte n’est exercée à
l’interface

ti = Tijnj = 0 (à une interface libre)
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–1. Conditions aux limites (2/2)

Interface entre un solide et un liquide non visqueux :

▸ La composante normale du déplacement est continue :

u̇ ⋅ n∣solide =V ⋅ n∣liquide
▸ La contrainte tangentielle est nulle :

tiτi = Tijnjτi = 0
▸ La contrainte normale est continue :

tini = Tijnjni = −p
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–2. Reflexion d’une onde plane à une surface libre (1/12)

● Onde incidente longitudinale (1/9)

Onde plane, monochromatique (ω),
longitudinale

Prenons x1Ox2 comme plan d’incidence.

Ox1 est orthogonal à l’interface

Ox2 est orthogonal à Ox1 dans le
plan contenant n0.

Ox3 est alors choisi de façon à avoir
un trièdre direct.

Deux ondes réfléchies (À démontrer !)
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–2. Reflexion d’une onde plane à une surface libre (2/12)

● Onde incidente longitudinale (2/9)

Onde incidente : Amplitude A0, polarisation n0, angle d’incidence θ0

u0 = A0n0e
i(k0⋅x−ωt), k0 ≡ ω

VL
n0

Onde réfléchie longitudinale : Amplitude AL, polarisation nL, angle
de réflexion θL

uL = ALnLe
i(kL ⋅x−ωt), kL ≡ ω

VL
nL

Onde réfléchie transverse d’amplitude AT , polarisation uT , direction
de propagation nT , angle de réflexion θT .

uT = AT (e3 ∧ nT )ei(kT ⋅x−ωt), kT ≡ ω

VT
nT

Déplacement total (en enlevant le facteur eiωt)

u = A0n0e
ik0⋅x +ALnLe

ikL ⋅x +AT (e3 ∧ nT )eikT ⋅x
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–2. Reflexion d’une onde plane à une surface libre (3/12)

● Onde incidente longitudinale (3/9)

La condition à la limite est vraie ∀x2, ∀x3 et ∀t. Par conséquent ω, k3
et k2 doivent être les mêmes pour les trois ondes. On en déduit les :

Lois de Snell-Descartes (Tableau)

Les directions de propagation des trois ondes sont coplanaires,
dans le plan d’incidence

θL = θ0, sin θT = VT
VL

sin θL
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–2. Reflexion d’une onde plane à une surface libre (4/12)

● Onde incidente longitudinale (4/9) : Amplitude des ondes réfléchies

Le déplacement total doit vérifier la condition à la limite

Ti1 = 0 en x1 = 0
avec

Tij = 2ρV 2

T Sij + ρ (V 2

L − 2V 2

T )Sllδij

On en déduit (Tableau)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
VT sin 2θ0AL − VL cos2θTAT = VT sin 2θ0A0

VL cos2θTAL + VT sin 2θTAT = −VL cos2θTA0
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–2. Reflexion d’une onde plane à une surface libre (5/12)

● Onde incidente longitudinale (5/9) : Amplitude des ondes réfléchies

Coefficients de réflexion en amplitude (Tableau)

AL

A0

= K2 sin 2θ0 sin 2θT − cos2 2θT
K2 sin 2θ0 sin 2θT + cos2 2θT ,

AT

A0

= 2K sin 2θ0 cos2θT
K2 sin 2θ0 sin 2θT + cos2 2θT

où

K ≡ VT
VL
= [ 1 − 2ν

2(1 − ν)]
1/2

, sin θT =K sin θ0

Une onde incidente longitudinale sous incidence oblique
crée une onde transverse !

On trouve bien AL/A0 = −1 et AT /A0 = 0 pour θ0 = 0
On a vu K < 1/√2 donc AT /A0 ≥ 0
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–2. Reflexion d’une onde plane à une surface libre (6/12)

● Onde incidente longitudinale (6/9) : AL/A0

En revanche, le coefficient de reflection AL/A0 peut s’annuler

Lorsque ν < 0.263 il y a deux angles d’incidence pour lesquels
AL/A0 = 0. Si on se place exactement à ces angles, on transforme une
onde longitudinale, par réflexion, en une onde transverse.
(Utilisé dans la pratique)
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–2. Reflexion d’une onde plane à une surface libre (7/12)

● Onde incidente longitudinale (7/9) : AL/A0

On pose z =K2 sin2 θ0, soit z ∈ [0,K2].
AL = 0 si f(z) = 4z√K2 − z√1 − z − 1 + 4z(1 − z) = 0
soit si p(z) ≡ −1 + 8z + 8(2K2 − 3)z2 − 16(K2 − 1)z3 = 0.
p(0) = −1 et p(K2) = −(1 − 2K2)4 < 0, donc on cherche un maximum
local de p(z), et s’il peut s’annuler
p′(z) est un polynôme de degré 2, de racines z1(K) et z2(K).
On trouve numériquement la racine K∗ de p[Z2(K∗)] = 0
AL(K∗, θ∗0) = 0 avec θ∗0 = arcsin [√z2(K∗)/K∗].
Pour ν < ν∗ = (1 − 2K∗2)/[2(1 −K∗2)] ≈ 0.263,
AL(K,θ0) a deux racines.
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–2. Reflexion d’une onde plane à une surface libre (8/12)

● Onde incidente longitudinale (8/9) : Conservation de l’énergie.

Soit u0 = A0n0 cosω(t − k0 ⋅ x/VL). Le flux d’énergie incident est

Φ0 = ρVLω2A2

0 cos
2 ω(t − k0 ⋅ x/VL)n0

Le flux d’énergie incident moyenné dans le temps est donc

⟨Φ0⟩ = 1

2
ρVLω

2A2

0n0,

et le flux d’énergie incident traversant la paroi est

⟨Φ0⟩ ⋅ x1 = 1

2
ρVLω

2A2

0 cosθ0
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–2. Reflexion d’une onde plane à une surface libre (9/12)

● Onde incidente longitudinale (9/9) : Conservation de l’énergie.

De même le flux d’énergie de l’onde réfléchie longitudinale traversant
la paroi est

⟨ΦL⟩ ⋅ x1 = 1

2
ρVLω

2A2

L cosθ0,

car θL = θ0, et le flux d’énergie de l’onde réfléchie transverse
traversant la paroi est

⟨ΦT ⟩ ⋅ x1 = 1

2
ρVTω

2A2

T cos θT .

On en déduit les coefficients de réflexion en énergie,

RL = (AL

A0

)2 , RT = VT cosθT
VL cosθ0

(AT

A0

)2
La conservation de l’énergie se traduit par (Tableau)

RL +RT = 1
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–2. Reflexion d’une onde plane à une surface libre (10/12)

● Onde incidente transverse (1/3)
Il faut supposer l’onde incidente transverse polarisée dans le plan
d’incidence (sinon elle est trivialement totalement réfléchie en une

onde transverse !) [À faire en exercice !]

Loi de Snell-Descartes

θT = θ0, sin θL = VL
VT

sin θ0

Coefficients de réflexion en amplitude

AT

A0

= K2 sin 2θ0 sin 2θL − cos2 2θ0
K2 sin 2θ0 sin 2θL + cos2 2θ0 ,

AL

A0

= −K sin 4θ0
K2 sin 2θ0 sin 2θL + cos2 2θ0

où

K ≡ VT
VL
= [ 1 − 2ν

2(1 − ν)]
1/2

, sin θL = 1

K
sin θ0
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–2. Reflexion d’une onde plane à une surface libre (11/12)

● Onde incidente transverse (2/3)
Pour θ0 = 0, on trouve comme attendu AL/A0 = 0 et AT /A0 = −1.
Lorsque l’angle d’incidence augmente, θL atteint l’angle π/2 pour un
angle critique θC dont la valeur est toujours inférieure à π/4 :

sin θC =K = VT
VL
< 1√

2

Les flux d’énergie traversant la paroi sont

⟨Φ0⟩ ⋅ x1 = 1

2
ρVTω

2A2

0 cosθ0,

⟨ΦT ⟩ ⋅ x1 = 1

2
ρVTω

2A2

T cosθ0,

⟨ΦL⟩ ⋅ x1 = 1

2
ρVLω

2A2

0 cosθL
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–2. Reflexion d’une onde plane à une surface libre (12/12)

● Onde incidente transverse (3/3)

On en déduit les coefficients de réflexion en énergie,

RL = VL cosθL
VT cos θ0

(AL

A0

)2 , RT = (AT

A0

)2
La conservation de l’énergie se traduit par

RL +RT = 1
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–3. Reflexion/Transmission à une interface Liquide/Solide (1/7)

Onde acoustique plane, monochromatique (ω)
Plan d’incidence x1Ox2.

Ox1 est orthogonal à l’interface

Ox2 est orthogonal à Ox1 dans le plan contenant n0.

Ox3 est alors choisi de façon à avoir un trièdre direct.

Une onde acoustique réfléchie, deux ondes élastiques transmises
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–3. Reflexion/Transmission à une interface Liquide/Solide (2/7)

Onde sonore incidente : Amplitude A0, direction n0, angle d’incidence
θ0

u0 = A0n0e
i(k0⋅x−ωt), k0 ≡ ω

c
n0

Onde sonore réfléchie : Amplitude A, direction n, angle de réflexion θ

u = A n ei(k⋅x−ωt), k ≡ ω
c
n

Onde longitudinale : Amplitude AL, polarisation nL, angle θL

uL = ALnLe
i(kL ⋅x−ωt), kL ≡ ω

VL
nL

Onde transverse : Amplitude AT , polarisation uT , direction de
propagation nT , angle θT .

uT = AT (e3 ∧ nT )ei(kT ⋅x−ωt), kT ≡ ω

VT
nT
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–3. Reflexion/Transmission à une interface Liquide/Solide (3/7)

Les ondes sonores sont longitudinales, de vitesse de propagation
c. Par le même raisonnement qu’avant, on obtient les :

Lois de Snell-Descartes

Les directions de propagation des ondes sont coplanaires,
dans le plan d’incidence

θ = θ0, 1

VT
sin θT = 1

VL
sin θL = 1

c
sin θ0
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–3. Reflexion/Transmission à une interface Liquide/Solide (4/7)

● Continuité du déplacement normal (Tableau)

(A0 −A) cos θ0 = AL cosθL −AT sin θT

● Continuité de la contrainte normale (Tableau)

(A0 +A)Z = ZLAL cos2θT −ZTAT sin 2θT

où Z ≡ ρc, ZL ≡ ρSVL et ZT ≡ ρSVT sont les impédances acoustiques.

● Nullité de la contrainte tangentielle (Tableau)

ZTAL sin 2θL +ZLAT cos2θT = 0
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–3. Reflexion/Transmission à une interface Liquide/Solide (5/7)

● Coefficients de réflexion et transmission en amplitude

AL = −AT

ZL

ZT

cos2θT
sin 2θL

A0 −A = −AT

1

2 cosθ0 sin θT
(Tableau)

A0 +A = −AT

1

2 cosθL sin θT

ZL

Z
N

où on pose

N ≡ cos2 2θT +K2 sin 2θT sin 2θL, R = Z cosθL
ZL cosθ0

, K ≡ VT
VL
= ZT

ZL

A

A0

= N −R
N +R,

AT

A0

= −2ZZT sin 2θL
Z2

L

1

N +R,
AL

A0

= 2Z cos2θT
ZL

1

N +R
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–3. Reflexion/Transmission à une interface Liquide/Solide (6/7)

● Exemple : interface eau/duralumin (c = 1480 m/s, VT = 3100 m/s,
VL = 6300 m/s, ρ = 103 kg/m3, ρS = 2.7 103 kg/m3)

– Premier angle critique θL0 = arcsin(c/VL) ≈ 13.6○.
Alors θL = π/2, donc R = 0, soit A/A0 = 1 et AT /A0 = 0.
Pour θ0 > θL0 l’onde longitudinale est évanescente et R imaginaire pur.

– Deuxième angle critique θT0 = arcsin(c/VT ) ≈ 28.5○.
Alors θT = π/2, soit N = 1. Alors A/A0 = (1 − i∣R∣)/(1 + i∣R∣) est de
module 1, ce qui correspond à une réflexion totale.
Pour θ0 > θL0 l’onde transverse est évanescente.

– L’angle θ0 tel que θT = π/4 est utilisé en pratique, en contrôle non
destructif. Il vaut θ0 = arcsin[c/(√2VT )] ≈ 19.7○.
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–3. Reflexion/Transmission à une interface Liquide/Solide (7/7)

– En rouge les deux angles critiques θL0 et θT0

– En vert le lieu d’une singularité de la phase de A/A0, distincte de
θT0 . Cette singularité est liée à l’apparition d’une onde de Rayleigh à
l’interface. Il s’agit d’une onde localisée à l’interface (elle décrôıt
exponentiellement avec la profondeur, dans le solide) très analogue
aux ondes à la surface libre d’un fluide.
(Pour plus de détails voir Royer & Dieulesaint)
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–4. Mesure de constantes élastiques par immersion (1/9)

Principe de la mesure : Le matériau solide est immergé au sein d’un
liquide, l’émission et la réception se faisant à l’aide d’hydrophones.
[1] S. Siva Shashidhara Reddy, K. Balasubramaniam, C.V. Krishnamurthy, M. Shankar,

Ultrasonic goniometry immersion techniques for the measurement of elastic moduli, Composite

Structures 67, 3–17 (2005)

[2] B. Castagnede, J. Roux, B. Hosten, Correlation method for normal mode tracking in

anisotropic media using an ultrasonic immersion system, Ultrasonics 27, 280 (1989)

● Dispositif en transmission (d’après [1])
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–4. Mesure de constantes élastiques par immersion (2/9)

● Dispositif en réflection (d’après [1])
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–4. Mesure de constantes élastiques par immersion (3/9)

● Méthode de mesure (d’après [2])

On enregistre un signal de référence R(t), sans l’échantillon
On enregistre le signal reçu avec l’échantillon, S(t)
Hypothèse : les deux signaux ont même forme et sont juste
décalés d’un écart temporel ∆t

Réaliste uniquement dans un milieu non dispersif !

On calcule la fonction d’autocorrélation entre R(t) et S(t)
CRS(τ) ≡ +∞∫

−∞

R(t)S(t − τ)dt = +∞∫
−∞

R(t)R[t − (τ +∆t)]dt
CRS(τ) admet alors un maximum pour τ = −∆t ce qui permet de
mesurer ∆t.
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–4. Mesure de constantes élastiques par immersion (4/9)

● Mise en oeuvre de la mesure (d’après [2])

Il suffit que la dispersion soit faible autour de la fréquence
centrale du transducteur

La précision peut aller jusqu’à 1/100 de la période
d’échantillonnage (en soignant la méthode numérique, voir[2])
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–4. Mesure de constantes élastiques par immersion (5/9)

● Position du récepteur (d’après [2])
[A retrouver en exercice !]

∆l = [cosθ
c
( VL

cos θL
− VT

cos θT
)]h sin θ
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–4. Mesure de constantes élastiques par immersion (6/9)

● Mesures de vitesse (d’après [1])
[A retrouver en exercice !]

– Technique de réflection arrière (back-reflection)

Vφ = [(∆t
2d
)2 − ∆t/d

c
cosθi + (1

c
)2]−1/2

[Vφ vitesse de phase, d épaisseur de l’échantillon, θi angle d’incidence,
∆t = t2 − t1 écrat de temps entre le signal reçu avec (t2) et sans (t1)
l’échantillon.]

– Technique en transmission

Vφ = [(∆t
d
)2 − 2∆t/d

c
cosθi + (1

c
)2]−1/2
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–4. Mesure de constantes élastiques par immersion (7/9)

● Mise en pratique de la méthode d’autocorrélation (d’après [1])
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–4. Mesure de constantes élastiques par immersion (8/9)

● Mesures de vitesses de propagation (d’après [1])

Remarque : Mesures dans des matériaux anisotropes !
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III. Reflexion/Transmission à une interface plane
III–4. Mesure de constantes élastiques par immersion (9/9)

● Bilan général (d’après [1])

Mesure nondestructive

Mesure goniométrique, donc accès à plusieurs constantes
élastiques

Extension possible aux matériaux orthorombiques (orthotropic)
(9 constantes élastiques)

Méthode automatisable

Mesure locale des constantes élastiques
(résolution la taille du faisceau acoustique)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
Plan du Chapitre IV

1 Rappels. Distribution de Dirac et distributions associées.

2 Source ponctuelle

3 Fonction de Green

4 Source sinusöıdale en temps

5 Oscillations d’une sphère élastique homogène
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–1. Rappels. Distribution de Dirac et distributions associées (1/5)

● Distribution de Dirac

– Définition « näıve » de δ(x) :
– δ(x) = 0 pour x < 0 et pour x > 0.
– δ(x) est infinie en x = 0
– ∫

∞

−∞

δ(x)dx = 1
– Définition plus formelle : ∀f(x) une fonction de classe C∞ (dite

fonction d’essai),

∫
∞

−∞

f(x)δ(x)dx = f(0)
– δ(x)peut être construite comme la limite d’une suite de fonctions,

δ(x) ≡ lim
ǫ→0

1

ǫ
√
π
exp [−(x

ǫ
)2]
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–1. Rappels. Distribution de Dirac et distributions associées (2/5)

● Propriétés de la distribution de Dirac

– Si x est une longueur, [x] = L et [δ(x)] = L−1.
– ∫

∞

−∞

δ(x − a)f(x)dx = f(a)
– Si a ≠ 0, δ(ax) = 1∣a∣δ(x)
– Si φ(x) a un seul zéro en x0, δ [φ(x)] = 1∣φ′(x0)∣δ(x − x0)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–1. Rappels. Distribution de Dirac et distributions associées (3/5)

● Distribution de Heaviside H(x) ou distribution échelon

– H(x) = ∫ x

−∞

δ(u)du
– H(x) = 0 pour x < 0 et H(x) = 1 pour x > 0
– H ′(x) = δ(x).
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–1. Rappels. Distribution de Dirac et distributions associées (4/5)

● Dérivée de la distribution de Dirac

– δ′(x) se construit comme la limite d’une suite de fonctions,

δ′(x) ≡ lim
ǫ→0

d

dx
{ 1

ǫ
√
π
exp [−(x

ǫ
)2]}

– Son action sur la fonction f(x) se calcule en intégrant par partie

∫
∞

−∞

f(x)δ′(x − a)dx = −f ′(a)
– Elle peut aussi être définie par δ′(x) = lim

ǫ→0

δ(x + ǫ) − δ(x − ǫ)
2ǫ
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–1. Rappels. Distribution de Dirac et distributions associées (5/5)

● Généralisation à des distributions sur R3

– La distribution δ(x) est nulle partout dans l’espace R
3 sauf à

l’origine, et son intégrale sur tout l’espace vaut 1

– δ(x) = δ(x1)δ(x2)δ(x3)
– De même on définit ∇δ(x) selon

∇δ(x) = ⎛⎜⎝
δ′(x1)δ(x2)δ(x3)
δ(x1)δ′(x2)δ(x3)
δ(x1)δ(x2)δ′(x3)

⎞⎟⎠
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–2. Source ponctuelle (1/13)

● Équations de Navier en présence d’une source

Une source acoustique est une densité de force (en N/m3) F(t,x).
Les équations de Navier s’écrivent alors

∂2u

∂t2
= V 2

L∇(∇ ⋅ u) − V 2

T∇∧ (∇∧ u) +F(t,x)
Nous allons déterminer

◇ La source d’une onde sphérique longitudinale

◇ La source d’une onde sphérique transverse

◇ L’onde émise par une source ponctuelle

Ces sources seront définies au sens des distributions.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–2. Source ponctuelle (2/13)

● Source d’une onde sphérique longitudinale (1/4) (Tableau)

Le champ de déplacement élastique est

u = ∂

∂r
[φ(t − r/VL)

r
] x̂

Ce champ est irrotationnel. La force source cherchée vérifie donc

∂2u

∂t2
− V 2

L∇(∇ ⋅ u) = F(x, t)
Le champ u(x, t) présente une singularité en r = 0, mais on vérifie
facilement que F = 0 lorsque r > 0.
La fonction F(x, t) sera donc une distribution, avec une singularité à
l’origine.

98/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 2016–17



IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–2. Source ponctuelle (3/13)

● Source d’une onde sphérique longitudinale (2/4)

Méthode de calcul :

◇ Il faut identifier la nature de la singularité à l’origine

◇ On intègre donc sur un volume V entouré par surface fermée ∂V
◇ À la fin du calcul, ce volume est une sphère de rayon ǫ et ǫ→ 0

V = O (ǫ3) , ∂V =O (ǫ2)
◇ On peut convertir intégrale de volume en intégrale de surface par

le théorème de Green (ou de la divergence)

∫
V

∇ ⋅A dV = ∫
∂V

A ⋅ dS

◇ ∇ ⋅ (UA) = (∇U) ⋅A +U∇ ⋅A
◇ ∇ ⋅ (A ∧B) = B ⋅ (∇∧A) −A ⋅ (∇∧B)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–2. Source ponctuelle (4/13)

● Source d’une onde sphérique longitudinale (3/4) (Tableau)

Soit w(x, t) une fonction C∞, V un volume entourant l’origine
délimité par une surface fermée ∂V . Par le théorème de Green

∫
V

F ⋅w dV = ∫
V

[ü ⋅w − V 2

Lu ⋅ ∇(∇ ⋅w)] dV +
+V 2

L ∫
∂V

[u(∇ ⋅w) −w(∇ ⋅ u)] ⋅ dS
On prend pour V la sphère de rayon ǫ centrée sur l’origine.
On trouve, dans la limite ǫ→ 0,

∫
V

F ⋅w dV = V 2

L ∫
∂V

u ⋅ (∇ ⋅w)dS +O(ǫ)
On en déduit (puisque w est une fonction d’essai quelconque)

F = 4πV 2

Lφ(t)∇δ(x)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–2. Source ponctuelle (5/13)

● Source d’une onde sphérique longitudinale (4/4)

La source ponctuelle

D = −x̂1δ′(x1)δ(x2)δ(x3)
= − x̂1

2ǫ
δ(x1 + ǫ)δ(x2)δ(x3) + x̂1

2ǫ
δ(x1 − ǫ)δ(x2)δ(x3)

est un dipôle élémentaire (gauche).
La source ponctuelle émettant une onde longitudinale à symétrie
sphérique est une superposition de trois dipôles élémentaires (droite)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–2. Source ponctuelle (6/13)

● Source d’une onde sphérique transverse (1/4)

Le champ de déplacement élastique est

u = ∂

∂r
[1
r
f (t − r

VT
)] x̂ ∧ d

où d est un vecteur unitaire constant.
On a vu aussi

u = ∇∧Ψ, Ψ = ψd, ψ̈ = V 2

T∆ψ, ψ(r, t) = 1

r
f (t − r

VT
) .

Ce champ est équivolumique. La force source cherchée vérifie donc

∂2u

∂t2
+ V 2

T∇∧ (∇∧ u) = F(x, t)
Le champ u(x, t) présente une singularité en r = 0, mais on vérifie
facilement que F = 0 lorsque r > 0.
La fonction F(x, t) sera donc une distribution, avec une singularité à
l’origine.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–2. Source ponctuelle (7/13)

● Source d’une onde sphérique transverse (2/4) (Tableau)

Soit w(x, t) une fonction C∞, V un volume entourant l’origine
délimité par une surface fermée ∂V . Par le théorème de Green

∫
V

F ⋅w dV = ∫
V

[ü ⋅w − V 2

T∇2Ψ ⋅ (∇∧w)] dV −V 2

T ∫
∂V

(∇2Ψ ∧w) ⋅dS
qui se réécrit

∫
V

F ⋅w dV = ∫
V

ü ⋅w dV + V 2

T ∫
V

∇ψ ⋅ ∇ [d ⋅ (∇∧w)] dV −
−∫
∂V

{Ψ̈ ∧w + V 2

T [d ⋅ (∇∧w)]∇ψ} ⋅ dS
On prend pour V la sphère de rayon ǫ centrée sur l’origine et ǫ→ 0

∫
V

F ⋅w dV = −V 2

T ∫
∂V

[d ⋅ (∇∧w)]∇ψ ⋅ dS +O(ǫ)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–2. Source ponctuelle (8/13)

● Source d’une onde sphérique transverse (3/4) (Tableau)

Par hypothèse f(⋅) et w(⋅) sont des fonctions régulières, donc
∫
V

F ⋅w dV = 4πV 2

T f(t)d ⋅ (∇∧w) ∣r=0
Soit puisque w est une fonction d’essai quelconque

F = −4πV 2

T f(t)d ∧∇δ(x)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–2. Source ponctuelle (9/13)

● Source d’une onde sphérique transverse (4/4)

Sans perte de généralité, on peut orienter d selon Ox3. Alors

d ∧ ∇δ(x) = ⎛⎜⎝
−δ(x1)δ′(x2)δ(x3)
δ′(x1)δ(x2)δ(x3)

0

⎞⎟⎠
La source ponctuelle émettant une onde transverse à symétrie
sphérique est un couple élémentaire
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–2. Source ponctuelle (10/13)

● Source ponctuelle quelconque (1/4)

On s’intéresse maintenant à l’onde émise dans un solide infini,
homogène et isotrope par une force ponctuelle F = df(t)δ(x), où d

est un vecteur unitaire constant.

Les équations de Navier sont

∂2u

∂t2
− V 2

L∇(∇ ⋅u) + V 2

T∇∧ (∇∧ u) = F(t,x)
Soit A un champ de vecteur nul en dehors d’un domaine fermé D de
l’espace. Prenons alors comme densité de force

∂2A

∂t2
− V 2

L∇(∇ ⋅A) + V 2

T∇∧ (∇∧A) = F(t,x)
On a pour les équations de Navier une solution évidente, dont on
montre qu’elle est unique :

u =A !

Cette solution ne comporte aucune propagation d’onde, puisque A = 0
à l’extérieur de D.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–2. Source ponctuelle (11/13)

● Source ponctuelle quelconque (2/4)

Ces considérations semblent triviales, mais elles impliquent que :
l’onde émise par la source ∂2A/∂t2

est équivalente à

l’onde émise par la source V 2

L∇(∇ ⋅A) − V 2

T∇∧ (∇∧A)
Posons alors A = dφ(t)δ(x) et φ̈(t) ≡ f(t). On montre (Tableau)

∂2A/∂t2⇐⇒φ(t) [V 2

L∇ (∇ ⋅dδ(x)) − V 2

T∇∧ (∇∧ dδ(x))]
∂2A/∂t2⇐⇒(d ⋅ ∇) [V 2

Lφ(t)∇δ(x)]´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
SPL

+∇ ∧ [V 2

T φ(t)d ∧∇δ(x)]´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
SPT

SPL : source ponctuelle longitudinale
SPT : source ponctuelle transverse.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–2. Source ponctuelle (12/13)

● Source ponctuelle quelconque (3/4)

On déduit directement des calculs précédents (Tableau)

u(x, t) = 1

4π
(d⋅∇){ ∂

∂r
[φ(t − r/VL)

r
] x̂}− 1

4π
∇∧{(x̂ ∧ d) ∂

∂r
[φ(t − r/VT )

r
]}

soit

u(x, t) = f(t − r/VL)
4πrV 2

L

(d ⋅ x̂)x̂ + f(t − r/VT )
4πrV 2

T

x̂ ∧ (d ∧ x̂)+
+ 1

4πr3

r/VT

∫
r/VL

τf(t − τ)dτ [3(d ⋅ x̂)x̂ − d]
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–2. Source ponctuelle (13/13)

● Source ponctuelle quelconque (4/4)

Si f(t) = δ(t),
u(x, t) = δ(t − r/VL)

4πrV 2

L

(d ⋅ x̂)x̂ + δ(t − r/VT )
4πrV 2

T

x̂ ∧ (d ∧ x̂)+
+ t

4πr3
[H (t − r

VL
) −H (t − r

VT
)] [3(d ⋅ x̂)x̂ − d]

De gauche à droite :

◇ Le premier terme est une onde longitudinale radiale, se
propageant à VL (mais pas à symétrie sphérique !)

◇ Le deuxième terme est une onde transverse, se propageant à VT

◇ Le troisième terme représente une composante ayant toutes les
vitesses intermédiairesentre VT et VL. Mais il est d’ordre O(1/r2)
à grande distance, si f(t) est de durée finie. C’est donc un terme
non propagatif aussi appelé terme de champ proche.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–3. Fonction de Green (1/2)

Soit une force ponctuelle Fi = δilδ(t)δ(x −X). Cette force agit au
point x−X, dans la direction Oxl, avec une variation temporelle δ(t).
Le champ de déplacement créé par cette force est ui = Gl

i(x,X, t)
Il s’agit de la i-ème composante du déplacement au point x, dû à une
force ponctuelle située au point X, agissant dans la direction Oxl,
avec comme dépendance en temps δ(t).
Soit maintenant une distributions de force F(x) dans un domaine
borné D. En un point X quelconque, on peut écrire pour chaque
composante de F

Fi(X) = ∫
D

Fi(x)δ(x −X)dV
La distribution de force est donc vue comme

une superposition de forces ponctuelles.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–3. Fonction de Green (2/2)

Puisque les équations de l’élasticité sont linéaires, le déplacement
résultant sera la superposition de tous les déplacements induits par
chacune des forces ponctuelles :

ui(X, t) = ∫
D

Fl(x)Gl
i(x,X, t)dV

Gl
i(x,X, t) est appelée fonction de Green. Sa connaissance suffit à

déterminer le champ de déplacement correspondant à une distribution
de force quelconque. Elle s’écrit : (Tableau)

Gl
i(x,X, t) = q̂iq̂l

4πRV 2

L

δ(t −R/VL) + (δil − q̂iq̂l)
4πRV 2

T

δ(t −R/VT )+
+ (3q̂iq̂l − δil)

4πR3
t [H (t − R

VL
) −H (t − R

VT
)]

où R ≡ ∣x −X∣ et q̂ ≡ (x −X)/R.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–4. Source sinusöıdale en temps (1/4)

Nous nous contenterons d’une approche très simple. En particulier

Nous ne regarderons pas les problèmes de transitoires

Nous ne nous inquièterons pas d’éventuels problèmes de
convergence des intégrales de Fourier

L’outil essentiel sera la transformation de Fourier,

u(x, t) = 1

2π

+∞

∫
−∞

U(x, ω)e−iωtdω, U(x, ω) = +∞∫
−∞

u(x, t)eiωtdt.

L’emploi de la transformation de Fourier est justifié par le caractère
linéaire des équations dynamiques.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–4. Source sinusöıdale en temps (2/4)

● Onde sphérique irrotationnelle (Tableau)

u(x, t) = ∇[φ(t − r/VL)
r

] , U(x, ω) = φ̃(ω)∇(eiωr/VL

r
) ,

où φ̃(ω) est la transformée de Fourier de la fonction φ(t).
Nous poserons φ̃(ω) = Rφe

iϕ.

Le flux d’énergie transporté par l’onde, moyenné dans le temps, est

⟨Φ⟩ = ρR2

φω
4

2VLr2
x̂

◇ Il s’agit bien d’un flux positif divergent

◇ Il s’agit du terme dominant, d’ordre O(1/r2) ce qui assure la
conservation de l’énergie.

◇ Détail technique : bien qu’une fonction sinusöıdale soit de
support infini, il n’apparâıt que ce terme propagatif, et des
termes de champ proche (négligés).
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–4. Source sinusöıdale en temps (3/4)

● Onde sphérique de cisaillement [Exercice]

u(x, t) = ∂

∂r
[1
r
f (t − r

VT
)] x̂ ∧ d, U(x, ω) = φ̃(ω)∇(eiωr/VT

r
) x̂ ∧ d

Le flux d’énergie transporté par l’onde, moyenné dans le temps, est

⟨Φ⟩ = ρR2

φω
4

2VT r2
sin2 θx̂

◇ Il s’agit bien d’un flux positif divergent

◇ Il s’agit du terme dominant, d’ordre O(1/r2) ce qui assure la
conservation de l’énergie.

◇ Détail technique : bien qu’une fonction sinusöıdale soit de
support infini, il n’apparâıt que ce terme propagatif, et des
termes de champ proche (négligés).
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–4. Source sinusöıdale en temps (4/4)

● Source ponctuelle sinusöıdale [Exercice]

U(x, ω)
φ̃

= (d ⋅ x̂)x̂
4πV 2

L

eiωr/VL

r
+ x̂ ∧ (d ∧ x̂)

4πV 2

T

eiωr/VT

r
+

+ i [3(d ⋅ x̂)x̂ − d]
4πωr2

[eiωr/VL

VL
(1 + iVL

ωr
) − eiωr/VT

VT
(1 + iVT

ωr
)]

◇ En champ lointain (VL/(rω)≪ 1 et VT /(rω)≪ 1), le dernier
terme est négligeable.

◇ En champ lointain l’onde est la superposition de deux ondes
sphériques, une onde longitudinale et une onde transverse.

◇ Détail technique : bien qu’une fonction sinusöıdale soit de
support infini, il n’apparâıt qu’un terme propagatif, et des
termes de champ proche.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (1/19)

● Oscillations radiales (1/2) (Tableau)

◇ On cherche un champ de déplacement u(x, t) = u(r, t)x̂.
◇ On cherche les pulsations propres u(r, t) = u(r)eiωt

◇ Ce champ est irrotationnel, donc ∃φ, u = ∇φ avec φ(r, t).
◇ Le potentiel φ vérifie

∆φ + k2Lφ = 0, kL ≡ ω

VL

◇ La solution régulière à l’origine est φ(r) = AsinkLr

r

◇ La condition à la limite est Trr(r = R) = 0
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (2/19)

● Oscillations radiales (2/2) (Tableau)

Posons X ≡ kLR.
Les fréquences propres sont
données par

tanX

X
= 1

1 − [VLX/(2VT )]2
Tn = 2πR

VLXn

0 2 4 6 8 10
-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Pour ν = 1/3, VL = 2VT . En prenant VL pour le Fer (5460 m/s), et
dans le cas de la Terre (R = 6371 km) on trouve T1 ≈ 45 mn.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (3/19)

● Eléments du calcul général. Étape 1. (Tableau)

On cherche u(x, t) = u(x)eiωt. Les équations de Navier deviennent

(λ + µ)∇(∇ ⋅ u) + µ∆u + ρω2u = 0
Appliquons l’opérateur divergence (∇⋅) à cette équation :

∆S + k2LS = 0 où kL ≡ ω/VL
On montre alors

u = u1 + u2 avec

u1 = − 1

k2L
∇S, ∆S + k2LS = 0

∇ ⋅ u2 = 0, (∆ + k2T )u2 = 0.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (4/19)

● Séparation des variables pour un champ scalaire (1/5)

La dilatation S est par définition un champ scalaire, pour lequel on
cherche à résoudre l’équation de Helmholtz,

∆S + k2LS = 0,
dans un domaine décrit naturellement en coordonnées sphériques.
L’opérateur Laplacien, en coordonnées sphériques, s’écrit

∆ =∆r + 1

r2
∆θ,ϕ

où ∆r ne porte que sur la variable r et ∆θ,ϕ que sur les angles θ et φ.
On procède par séparation des variables, en posant

S(r, θ,ϕ) = R(r)Y (θ,ϕ)
On en déduit

r2 (∆rR + k2LR)
R

= −∆θ,ϕY

Y
= α,

où α est nécessairement une constante, car le membre de gauche n’est

fonction que de r et le membre de droite que des angles θ et φ.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (5/19)

● Séparation des variables pour un champ scalaire (2/5)

On reprend la méthode de séparation des variables pour les angles

Y (θ,ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ)
On en déduit

sin θ d

dθ
(sin θ dΘ

dθ
)

Θ(θ) + α sin2 θ = −Φ′′(ϕ)
Φ(ϕ) = β

De même que précédemment, β ne peut être qu’une constante. Mais
en outre on doit avoir

Φ(ϕ + 2π) = Φ(ϕ)Ô⇒ β =m2 où m ∈ Z
La fonction Θ doit être régulière pour θ = 0 ou θ = π. En effet, le choix
de l’axe Ox3 est totalement arbitraire. Cette condition fixe la
constante α.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (6/19)

● Séparation des variables pour un champ scalaire (3/5)

Le résultat est S(r, θ,ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ) avec
Φ′′ +m2Φ = 0,

1

sin θ

d

dθ
(sin θdΘ

dθ
) + [l(l + 1) − m2

sin2 θ
]Θ(θ) = 0

Les fonctions angulaires sont appelées harmoniques sphériques,

Y
(p)
lm = cos(mϕ)Pm

l (cosθ), Y (i)lm = sin(mϕ)Pm
l (cosθ), Ylm = eimϕPm

l (cosθ),
où l = 0,1,2,3, . . ., m = 0,1,2, . . . , n − 1, n. Pm

l (z) est une fonction de
Legendre qui s’exprime en fonction des polynômes de Legendre Pl(z),

Pm
l (z) = (1 − z2)m/2 dmPl(z)

dzm
, Pl(z) = 1

2ll!

dl (z2 − 1)2
dzl
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (7/19)

● Séparation des variables pour un champ scalaire (4/5)

Ces fonctions forment un système orthogonal

∫
2π

0

dϕ∫
π

0

sin θdθY ∗lm(θ,ϕ)Yl′m′(θ,ϕ) ∝ δmm′δll′

Y00 = 1

2
√
π
, Y10 = 1

2

√
3

π
cos(θ), Y20 = 1

4

√
5

π
(3 cos2(θ) − 1)

Pour la fonction radiale
1

r2
d

dr
(r2 dR

dr
) + [k2L − l(l + 1)r2

]R(r) = 0
Posons R(r) = J(r)/√r, alors J ′′ + J ′

r
+ [k2L − (l + 1/2)2

r2
]J = 0

Les solutions sont les fonctions de Bessel d’ordre l + 1/2.
La fonction radiale qui ne diverge pas en r = 0 est

jl(r) ≡ Jl+1/2(kLr)/√r
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (8/19)

● Séparation des variables pour un champ scalaire (5/5)

J1/2(x)√
x
=
√

2

π

sin(x)
x

,
J3/2(x)√

x
=
√

2

π
( sin(x)

x2
− cos(x)

x
) ,

J5/2(x)√
x
=
√

2

π
(3 sin(x)

x3
− sin(x)

x
− 3 cos(x)

x2
)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (9/19)

● Séparation des variables pour un champ vectoriel (1/2)

C’est beaucoup plus compliqué que pour un champ scalaire !

◇ En premier lieu, il faut distinguer composante longitudinale et
composante transverse

◇ Ensuite, il faut pouvoir exprimer la condition à la limite à la
surface de la sphère

On construit (σ indexe la parité de la fonction Y )

◇ L
(σ)
lm = 1

kL
∇ [Y (σ)lm (θ,ϕ)jl(kLr)] (composante longitudinale)

◇ M
(σ)
lm = ∇∧ [r Y (σ)lm (θ,ϕ)jl(kT r)] (composante transverse)

◇ N
(σ)
lm = 1

kT
∇∧ [M(σ)

lm ] (composante transverse)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (10/19)

● Séparation des variables pour un champ vectoriel (2/2)

Il faut ensuite tr = Trrer + Trθeθ + Trϕeϕ = 0 pour r = R.
tr = 1

kL
P
(σ)
lm [−λk2Ljl(kLr) + 2µ d2

dr2
jl(kLr)] +

+
√
l(l + 1)
kL

B
(σ)
lm [2µr d

dr
jl(kLr) − 2µ

r2
jl(kLr)] (pour L

(σ)
lm )

tr = µ√l(l + 1)C(σ)lm [ ddr jl(kT r) − 1

r
jl(kT r)] (pour M

(σ)
lm )

tr = 2µl(l + 1)
kT

P
(σ)
lm

d

dr
[jl(kT r)

r
] +

+µ
√
l(l + 1)
kT

B
(σ)
lm [ d2dr2

jl(kT r) + l2 + l − 2
r2

jl(kT r)] (pour N
(σ)
lm )

où P
(σ)
lm , B

(σ)
lm et C

(σ)
lm sont trois vecteurs ne dépendant que de θ et ϕ.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (11/19)

● Classification des modes d’oscillation (Horace Lamb, 1882) (1/3)

◇ Modes purement transverses u =M(σ)
lm .

◇ Ces modes sont donnés par les solutions de

j′l(X) = jl(X)
X

, Tn = 2πR

VTXn

◇ Pour l = 1 la solution X1 = 0 représente une rotation autour de x3

◇ Le premier mode non nul est X2 = 5.76

◇ Le déplacement est u = sin(θ) j1(X2r/R) eϕ.
◇ Mode de torsion, avec extérieur et intérieur de la sphère oscillant

en opposition de phase.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (12/19)

● Classification des modes d’oscillation (Horace Lamb, 1882) (2/3)

◇ Pour l = 2 le déplacement est u = (3/2) sin(2θ) j2(X2r/R) eϕ.

◇ Pour la racine X = 0 le déplacement est identiquement nul (pas
de rotation)

◇ La fonction radiale est toujours positive.

◇ Mode de torsion, avec hémisphères nord et sud de la sphère
oscillant en opposition de phase.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (13/19)

● Classification des modes d’oscillation (Horace Lamb, 1882) (3/3)

◇ Le seul mode purement longitudinal est le mode u = L(σ)
00

◇ Il s’agit du mode calculé précédemment par une approche
élémentaire

◇ Dans le cas général il faut prendre une combinaison linéaire des
fonctions L et N pour respecter la condition aux limites.

u = L(σ)lm (kLr) + αN(σ)lm (kT r)
◇ On résout alors un système (non linéaire !) de deux équations (la

composante portée par le vecteur P
(σ)
lm et celle portée par le

vecteur B
(σ)
lm ) à deux inconnues ω et α.

◇ Les conditions aux limites induisent donc un couplage entre
modes longitudinaux et modes transverses !
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (14/19)

● Application à la sismologie (1/6)

Modèle géologique de la Terre (Wikipedia, article « Terre »)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (15/19)

● Application à la sismologie (2/6)

La Terre n’est pas une sphère élastique solide !

Ce qui n’empêche pas de chercher des ordres de grandeur... Des
séismes de très forte magnitude (Valdivia, Chili, 1960 et Alaska, 1964)
peuvent en effet exciter les modes propres de vibration de la Terre

La sismologie utilise l’observation de ces modes pour identifier des
structures à grande échelle à l’intérieur de la Terre. (Voir Wikipedia,
Free oscillations of the Earth)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (16/19)

● Application à la sismologie (3/6)

La classification des modes utilise les indices n, l et m

◇ l est le nombre angulaire, correspondant à l’ordre de
l’harmonique sphérique

◇ m est le nombre azimuthal, −l ⩽m ⩽ l
◇ n est le nombre radial, il correspond au nombre de zéros de
Rn(r)

◇ Si la Terre est considérée comme parfaitement sphérique (ce qui
est faux, elle est aplatie aux pôles) les périodes d’oscillation sont
indépendantes de m.

◇ On note les modes nSl (dans cette approximation !)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (17/19)

● Application à la sismologie (4/6)

La classification des modes propres de la Terre recoupe la
classification de Lamb

◇ Les modes transverses sont appelés modes toröıdaux, notés nTl

▸ Le mode 0T1 correspond à un changement de vitesse de
rotation de la Terre. Cet effet existe, mais il est bien
entendu très faible !

▸ Le mode 0T2 correspond à une torsion du globe Terrestre,
l’hémisphère sud et l’hémisphère nord oscillant en
opposition de phase. Il a une période d’environ 44 mn.

◇ Les autres modes sont appelés modes sphéröıdaux, notés nSl

▸ Le mode de respiration 0S0, celui que nous avons calculé, a
une période de 20 mn

▸ Le mode 0S1 ne peut pas être observé (voir plus loin)
▸ Le mode en ballon de rugby 0S2 a une période d’environ
54 mn
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (18/19)

● Application à la sismologie (5/6)

Impossibilité du mode 0S1 :

Pour l = 1 P1(z) = z et donc Θ1(θ) = cos θ.
Donc S(r, θ) = R(r) cos θ, et

u1 = − 1

k2L

⎛⎜⎝
R′ cos θ
−R sin θ

0

⎞⎟⎠
Ci-contre la déformation de la Terre :

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Mode m = 0, n = 1

Cette déformation implique un déplacement du centre de gravité :
exclu sans force extérieure !
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV–5. Oscillations d’une sphère élastique homogène (19/19)

● Application à la sismologie (6/6)

Forme du mode 0S2, en ballon de rugby :

Pour l = 2
P2(z) = 1

2
(3z2 − 1) ,Θ2(θ) = 1

2
(3 cos2 θ − 1)

Ci-contre la déformation de la Terre
correspondante :

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Mode m = 0, n = 2

134/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 2016–17



V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées

1 Diffusion de spin

2 Digression : Comportement à haute fréquence

3 Transition para–ferromagnétique

4 Ondes de spins

5 Fluides Newtoniens

6 Solides isotropes
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–1 Diffusion de spins (1/4)

Modèle : Liquide de particules de spin 1/2, interagissant par un
potentiel ne dépendant que de leur distance (cas de He3 liquide).

En un point x et au temps t, il y a une densité n+(x, t) [resp. n−(x, t)]
particules de spin +1/2 (resp. de spin −1/2), et l’aimantation est

M(x, t) = µB [n+(x, t) − n−(x, t)]
où µB est le moment magnétique d’un spin.

L’aimantation est donc une quantité conservée localement, tout
comme la masse :

∂M

∂t
+∇ ⋅ JM(x, t) = 0.

À l’équilibre, n+ et n− sont uniformes. Donc phénoménologiquement

⟨JM(x, t)⟩ = −D∇⟨M(x, t)⟩
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–1 Diffusion de spins (2/4)

D est le coefficient de diffusion de spins

Il est positif pour rendre compte de l’uniformisation de n+ et n−
à l’équilibre

L’équation qui le définit n’est vraie qu’en moyenne statistique

On obtient donc une équation de diffusion :

∂⟨M⟩
∂t

−D∇2⟨M⟩ = 0
Il est intéressant d’opérer une transformation de Fourier spatiale et
une transformation de Laplace temporelle

M(k, t) = ∫ dV e−ik⋅xM(x, t), M(k, z) = ∫ ∞

0

dt eitzM(k, t)
(parfois L[f] ≡ ∫ ∞

0

dt e−stf(t), soit s←→ −iz)
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–1 Diffusion de spins (3/4)

On trouve ⟨M(k, z)⟩ = 1

z + iDk2 ⟨M(k, t = 0)⟩
Un pôle imaginaire pur z = −iDk2 est la signature

d’une équation de diffusion.

Par transformation de Laplace inverse

⟨M(k, t)⟩ = e−Dk2t⟨M(k, t = 0)⟩
qui fait apparaitre un temps caractéristique

τ(k) = 1

Dk2
tel que lim

k→0

τ(k) = +∞.
Le temps caractéristique de transport de l’aimantation diverge à
grande longueur d’onde : C’est la définition d’un mode
hydrodynamique.
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–1 Diffusion de spins (4/4)

L’aimantation ne décrôıt pas sur une échelle de temps microscopique
car c’est une quantité conservée.
Une fluctuation ne peut pas disparâıtre localement, mais en diffusant
dans tout l’espace.
Pour une marche au hasard ⟨(∆x)2⟩ =Dt soit τ ∼ λ2/D

Par transformée de Fourier inverse,
avec ⟨M(x, t = 0)⟩ =Mδ(x),
⟨M(x, t = 0)⟩ = M(4πDt)3/2 exp(− r

2

Dt
)

Une loi de conservation ⇐⇒ un mode hydrodynamique
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–2 Digression : Comportement à haute fréquence (1/3)

À haute fréquence, le courant ne peut plus suivre instantanément les
fluctuations spatiales de ⟨M(x, t)⟩.

⟨JM (x, t)⟩ = −∫ t

0

dt′ D(t − t′)∇⟨M(x, t′)⟩,
qui redonne le cas précédent si D(t − t′) =Dδ(t − t′).
Supposons D(t − t′) décrit par un temps de relaxation τ ,

∂⟨M⟩
∂t

− ∇ ⋅ ∫
t

0

dt′
D

τ
e−(t−t

′)/τ∇⟨M(x, t′)⟩ = 0
Les transformations de Fourier et Laplace donnent

⟨M(k, z)⟩ = i

z + iDk2/(1 − izτ)⟨M(k, t = 0)⟩,

140/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 2016–17



V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–2 Digression : Comportement à haute fréquence (2/3)

À basse fréquence, zτ ≪ 1, on retrouve le cas précédent.

À haute fréquence, zτ ≫ 1,

⟨M(k, z)⟩ = iz

z2 − k2D/τ ⟨M(k, t = 0)⟩
soit deux pôles réels z = ±k√D/τ . Or si ⟨(∂M/∂t)(k, t = 0)⟩ = 0,
∂2⟨M⟩
∂t2

− c2∇2⟨M⟩ = 0 Ô⇒ ⟨M(k, z)⟩ = iz

z2 − k2c2 ⟨M(k, t = 0)⟩
Une paire de pôles réels est la signature

d’une équation de propagation.

À haute fréquence, le comportement est
propagatif

et non plus diffusif !
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–2 Digression : Comportement à haute fréquence (3/3)

Nombreux exemples pratiques :

De la science amusante

https://www.youtube.com/watch?v=8H9sXSQu9ck

Moins amusant : cela explique pourquoi on se tue si on tombe en
mer sans parachute !

Regardons en détail l’écoulement d’un glacier. Soit η la viscosité
de la glace, ρ sa densité et VT la vitesse des ondes transverses.
Pour estimer η, égalons contraintes visqueuses et force de

pesanteur : ρgH3 ∼ η U
H
H2

Ô⇒

η

ρ
∼ gH2

U
, où H est

l’épaisseur du glacier et U sa vitesse.
Typiquement U ∼ 1 km/an, H ∼ 10 m, et VT ∼ 103 m/s. On
trouve τ ∼ 104 s soit de l’ordre de la journée.
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–3 Rappel : Ferromagnétisme (1/2)

En l’absence de champ magnétique extérieur, certains corps (fer,
cobalt, nickel, par exemple) dits ferromagnétiques présentent à
l’équilibre thermodynamique une aimantation non nulle (et
constituent ainsi des aimants permanents).
Ils perdent cette propriété lorsque leur température dépasse une
température critique TC appelée aussi température de Curie. (1 043 K
pour le fer, 1 388 K pour le cobalt, 627 K pour le nickel).
Dans le modèle de Landau, la transition est décrite par une énergie
libre

G(T, ∣M∣) = a(T − TC)∣M∣2 + β
2
∣M∣4, a > 0 & β > 0

Pour T < TC , le minimum d’énergie
libre est ∣M∣ ≠ 0
∣M∣ est le paramètre d’ordre de la
transition.
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–3 Rappel : Ferromagnétisme (2/2)

Le point crucial est que l’énergie libre est invariante par rotation (elle
ne dépend que de ∣M∣)

Toutes les orientations de M sont possibles, du moment que sa norme
donne l’énergie libre minimale

L’état d’équilibre réalise une seule orientation :

il y a brisure spontanée d’une symétrie continue
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–4 Ondes de spin (1/3)

Modèle : Châıne de spins S = (S1, S2, S3) et interactions entre plus
proches voisins −2J∑Sp ⋅ Sp+1

Le Hamiltonien est invariant par rotation, et l’état d’équilibre brise
spontanément cette symétrie.
Le spin p contribue à

−2JSp ⋅ (Sp+1 + Sp−1) = −mp ⋅Bp

où

mp ≡ −µBSp et Bp ≡ − 2J
µB

(Sp+1 + Sp−1)
Alors, en prenant une équation de mouvement classique pour le spin,

h̵
dSp

dt
=mp ∧Bp

Supposons les spins orientés selon Ox3. S3 ≈ ⟨∣S∣⟩ ≡ S, S1 ≪ S, S2 ≪ S
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–4 Ondes de spin (2/3)

En linéarisant,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Ṡ1
p = (2JS/h̵) (2S2

p − S2
p−1 − S2

p+1)
Ṡ2
p = (2JS/h̵) (−2S1

p + S1
p−1 + S1

p+1)
Si on pose S1,2

p ≡ A1,2e
i(pka−ωt) où a est la maille du réseau,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−iωA1 = (2JS/h̵)A2 (2 − e−ika − eika)
−iωA2 = (2JS/h̵)A1 (−2 + e−ika + eika)

d’où on déduit la relation de dispersion

h̵ω = 4JS(1 − coska) ≈ 2JSa2k2 pour ka≪ 1.

On retrouve lim
k→0

ω(k) = 0
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–4 Ondes de spin (3/3)

Localement, du fait de l’invariance par rotation, la force de rappel
n’est due qu’à la très faible différence d’orientation des spins les uns
par rapport aux autres. Quand l’état d’équilibre brise une symétrie
continue, les fluctuations du paramètre d’ordre constituent un mode
hydrodynamique dit mode de Goldstone.
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–5 Fluides Newtoniens

Attention ! Dans le cadre de la réponse linéaire !

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∂tρ + ρ∇ivi = 0 (conservation de la masse)

∂tvi +∇iδp = ηijkl∇l∇jvk (conservation de la quantité de mouvement)

∂tE +∇iJ
E
i = 0 (conservation de l’énergie)

1 + 3 + 1 soit 5 équations de conservation.

5 modes hydrodynamiques :

2 modes de propagation du son, ω = ±cSk
2 modes de cisaillement diffusifs, de polarisations orthogonales

1 mode de diffusion de la chaleur
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–6 Solides isotropes (1/4)

Par rapport à un liquide, les atomes d’un solide occupent une position
définie dans l’espace. L’état d’équilibre d’un solide brise l’invariance
par translation dans les trois directions de l’espace.

Il apparâıt donc trois modes de Goldstone !

5 + 3 soit 8 modes hydrodynamiques :

2 modes de propagation acoustique longitudinale, ω = ±VLk
4 modes de propagation acoustique transverses, ω = ±VT k, pour
deux polarisations orthogonales

1 mode de diffusion de la chaleur

Il en manque un ?
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–6 Solides isotropes (2/4)

Il s’agit d’un mode de diffusion de lacunes

La molécule grisée peut traverser le puits de potentiel par effet tunnel.
Comportement diffusif !
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–6 Solides isotropes (3/4)

S’il y a des lacunes, la masse volumique va dépendre de la
déformation.
Soit NS le nombre de sites du réseau cristallin, NL le nombre de
lacunes, V le volume du solide.

– Nombre total d’atomes : N = NS −NL

– Densité d’atomes n =N/V
– Volume de la cellule unité du réseau Ω0 = V /NS

– Densité de lacunes nL = NL/V
n = Ω−10 − nL Ô⇒ Ω0δn = −uii −Ω0δnL car uii = δΩ0

Ω0

et l’équation uii = δV /V n’est plus vraie !
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V–6 Solides isotropes (4/4)

Equations du mouvement : (8 modes hydrodynamiques)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tρ + ρ∇ivi = 0 (conservation de la masse)

∂tvi +∇iδp −∇jφji = 0 (conservation de la quantité de mouvement)

∂tE +∇iJ
E
i = 0 (conservation de l’énergie)

∂tui − vi = χ∇jφji (diffusion des lacunes)

On retrouve les équations de Navier si

δp = −Kull, K = λ + 2

3
µ, φij = 2µ(uij − 1

3
ullδij)

La dernière équation montre que ∂tui ≠ vi à cause de la diffusion des
lacunes.
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Supplément : Formulaire.

∇ ⋅ (UA) = (∇U) ⋅A +U∇ ⋅A
∇∧ (UA) = (∇U) ∧A +U(∇ ∧A)
∇ ⋅ (A ∧B) =B ⋅ (∇ ∧A) −A ⋅ (∇ ∧B)
∇ ∧ (A ∧B) = (B ⋅ ∇)A −B(∇ ⋅A) − (A ⋅ ∇)B +A(∇ ⋅B)
∇(A ⋅B) = (B ⋅ ∇)A+ (A ⋅ ∇)B +B ∧ (∇∧A) +A∧ (∇∧B)
∇ ∧ (∇U) = 0
∇ ⋅ (∇ ∧A) = 0
∇∧ (∇ ∧A) = ∇(∇ ⋅A) −∇2A
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