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Plan du cours

I Milieux élastiques isotropes

II Ondes élastiques
IIT Reflexion/Transmission a une interface plane
IV Quelques solutions en élastodynamique

V Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
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I. Milieux élastiques isotropes
Plan du Chapitre I

1 Déformation du milieu

2 Conservation de la masse
3 Tenseur des contraintes
4 Constantes élastiques

5 Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope
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0. Rappels sur les tenseurs

Tenseur unité de rang 2, ou § de Kronecker :

{5ij:1 si i:j,

di; =0 sinon.
Tenseur complétement antisymétrique de rang 3 :

€k =1 si (4,7, k) permutation paire de (1,2,3),
€k =—1 si (4,7, k) permutation impaire de (1,2,3),

€ijk =0 si au moins deux indices sont répétés.
Produit vectoriel : [Vérifier ]
(A A B)1 = GijkAjBk

Double produit vectoriel : AA(BAC)=B(A-C)-C(A-B)
En notations tensorielles :[Vérifier ]

€ijkEkim = 0i10jm — Oim ;1.
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I. Milieux élastiques isotropes
I-1. Déformations du milieu (1/4)

- ,
u+du - Etat de référence : coordonnées X
Etat déformé : coordonnées x
P’ M x =x(X,t) et X = X(x,1)
MM’ =dL = (dX;dX;)Y?
PP =di = (da;da;)'/?

>
<!

Il y a déformation du matériau si
dL # dl, ce qui exclue les
translations et rotations qui, elles,
conservent les distances.
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I. Milieux élastiques isotropes
I-1. Déformations du milieu (2/4)

6/153

X
de - dL2 = dxldxl - XmXm, avec Xm = g—dxj, donc
J
di? —dL? = dij - 0X: O X da;dz; (formulation Eulérienne)
&ri &rj

Tenseur d’Almansi 2A4;;
De fagon équivalente en formulation Lagrangienne

Ozk Oy
X 0X;

di*-dL? = ( - 5¢j) dX;dX, (formulation Lagrangienne)

—_—
Tenseur de Green 2Gj;
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I. Milieux élastiques isotropes
I-1. Déformations du milieu (3/4)

Il est intéressant d’utiliser plutot le champ de déplacement u = x — X.

On a Dur = ki — %, soit (Tableau)
10w +8Uj _ Ouy uy
E 2 8$j 8@ 8%1‘ 8$j

[Exercice : faire le méme calcul pour le tenseur de Green, et vérifier
que le terme quadratique est de signe opposé.]

Pour de petites déformations, on néglige le terme quadratique et les
deux descriptions deviennent identiques. On définit alors

1(0u; Ouj
Sii ==+ Yy - ket (Tenseur des déformations de Cauchy)
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I. Milieux élastiques isotropes
I-1. Déformations du milieu (4/4)

Variation générale du champ de déplacement :

8u¢
dui = axj dJ?j = Sijdxj + Qijdxj7
ol 5 5
1 ( Ou; U 1
Qi‘ = — C — J = ——€;i
J 2 (&rj &u) 26]ka

s’exprime en fonction du vecteur tourbillon w = V A u. (Tableau)

Si w =0, on a une déformation pure et du; = S;;dz;
Si S;; =0, on a localement une rotation solide du matériau.
A Tapproximation linéaire, les deux opérations commutent.

Toujours a cette approximation, la vitesse v et ’accélération a sont

. ov  9%u
u, a=—=——
' ot?

= u.
ot

ot
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I. Milieux élastiques isotropes

I-2. Conservation de la masse

9/153

Soit M la masse du matériau contenue dans un volume Vg (resp. V)
avec une densité pg (resp. p) dans l’état de référence (resp. déformsé).

M- fv p(x)da1 dzadas = fv po(X)dX1dXod X5
0

En faisant le changement de variables dans la premiére intégrale,

a(x17x27x3)
M:f X)] AT T208) % AXd X
Vop[x( )] 0(X1, X2, X3) e
—_—
Jacobien
O(x1,x2,13) Ouy, ( auk)
Or ————— 2 2 _ x]l+— = ~ X)1-— Tabl
L . % Xy om p(x) » po(X) D (Tableau)

S = Ouy [0z, est la dilatation. Le tenseur des déformations s’écrit
1 _
Sij = gS(Sij + Sij,

ou S;; est la partie déviatorique ou déformation équivolumique.
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I. Milieux élastiques isotropes

I-3. Tenseur des contraintes (1/5)

Les forces intermoléculaires sont des forces & courte portée : on
considére qu’elles s’exercent en surface.

2 4 2 7’ . 7
t(n.x.) Force exercée par le solide du coté
positif de n sur le solide du coté

‘v négatif :

X ‘df:t(n,x,t)dS‘

>
n

Loi de Newton pour un volume V' limité par une surface fermée 0V

d
det,,td:—f d:f av
fvgp " Jov (n,x,t)dS dt vaV y
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I. Milieux élastiques isotropes

I-3. Tenseur des contraintes (2/5)

Equilibre d’un volume cylindrique de surface latérale € :

[9+t(H,X,t)d5+fs_t(_n7x’t)ds:O(e)

A la limite € = 0

‘t (-n,x,t) = -t (n,x,t) ‘
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I. Milieux élastiques isotropes
I-3. Tenseur des contraintes (3/5)

_)
8 Equilibre d’'un tétraedre O A, As Ag
)
—t(e_1) ;)’ —2> @ surface A1 A2A3 : €

o surface OA; As : nge?
o surface OA; As : nge?

@ surface OA2A3 TL16
>

> 5 €1
—t(ed) (Tableau)

Notons T =t (e;,x) = (T31,Ti2, T;3), puis faisons le bilan des forces :
O(€®) = €[t (n,x) +n1 Ty (-1y,x) + 12Ty (-n2,x) +n3T3 (-n3, x)]
On divise par € et on fait € - 0, avec T; (-n;,x) = -T; (n;,x) :

i = Tjin; donc Tj; est un tenseur de rang 2 ‘
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I. Milieux élastiques isotropes
I-3. Tenseur des contraintes (4/5)

Ta3

Equilibre d’un cube infinitésimal :
T3, La somme des moments des forces
appliquées est nulle

-Ta

[T32—+( T32)(——)]dx1dx2 [ng%u ng)( dgl)]dxzdxgzo

d’ott Ths = T30 et de méme pour les autres composantes.

‘LC tenseur des contraintes T;; est symétrique.
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I. Milieux élastiques isotropes
I-3. Tenseur des contraintes (5/5)

Bilan : Loi de Newton

[Lawavs [ Tynjas= [ paav

Théoreme de Green (ou théoreme de la divergence)

f Tim;dS = f axjdv

soit enfin :

pgi+87j’—pai=0.
J

car V est un volume arbitraire.
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I. Milieux élastiques isotropes
I-4. Constantes élastiques (1/4)

@ Méthode : On calcule la puissance instantanée nécessaire pour
déformer 1’échantillon

@ Remarque : L’état de référence ne peut étre que I’état non
déformé

@ WdVj est le travail fourni pour déformer le matériau contenu
dans le volume dV{; dans I’état de référence

Travail total : f Wav = f L wav ~ f Wdv
Vo v po v

(Hypothese de petites déformations : p/po ~ 1.)

dw
dt

dE¢c

—dV = f pgiv;dV + ft n,x,t)v;dS - e

(la variation d’énergie cinétique ne représente pas une déformation du
matériau)

15/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 201617



I. Milieux élastiques isotropes
I-4. Constantes élastiques (2/4)

dEc 2 f
° g” dt2fpv dV = [ pa;v;dV

O(T; s
g ftlvzdszf(TZ]UZ)n]dS:fwdv
8$j
ov )% v
Donc :

aw T
Ly = f e 2 dv f T, 2% qy
dt [pg + 8xj pa ] V. + j ]

=0 (loi de Newton)

Définition d’un matériau élastique :
Le travail W est une fonction des seules déformations élastiques .S;;.

@ W est indépendant des rotations et translations
@ W ne dépends pas de I'histoire de la déformation
@ W ne dépends pas du taux de déformation
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I. Milieux élastiques isotropes
I-4. Constantes élastiques (3/4)

aw oW dsS, d du;
v = 4y = f Ty gy = f 7,99 4
dt J 0Si; dt At O Tt

ou, pour la derniere égalité, on a utilisé le fait que T;; est un tenseur
symétrique.
Le volume V étant quelconque,

ow

Ty = —
108y

Si S;; =0, T;; doit étre nul. Donc W est, & I'ordre le plus bas en
déformation, d’ordre 2. Comme c’est un scalaire, nécessairement

7 1 Y -y
W= §Cijkl~5ijbkl

oll ¢k est un tenseur d’ordre 4.
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I. Milieux élastiques isotropes
I-4. Constantes élastiques (4/4)

@ A priori, ¢;ji a 3% = 81 composantes indépendantes.

) Sij et Tij symétriques : Cijkl = Cjikl €Y Cijkl = Cijik-
Il reste donc 6 x 6 = 36 composantes indépendantes.

@ On peut donc noter c;jx; = cap ol les indices Grecs prennent des
valeurs de 1 & 6, avec par convention

(11) « 1,(22) < 2,(33) < 3,
(23) =(32) < 4,(31) = (13) < 5,(12) = (21) < 6.

@ D’apres I'expression de W, ¢; i1 = criij 0it cap = Cga

@ Tenseur 6 x 6 symétrique : 6 + 30/2 = 21 composantes

cijri & donc au plus 21 composantes indépendantes.
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I. Milieux élastiques isotropes

I-5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (1/10)

19/153

Définition d’un milieu isotrope :

Un milieu est isotrope si, en son sein, toutes les directions sont
équivalentes. Les tenseurs qui caractérisant ses propriétés
physiques doivent alors étre invariants sous ’action des
rotations de ’espace. On parle de tenseur isotrope.

@ Un liquide ou un verre sont isotrope
@ Un cristal, au contraire, est anisotrope

@ Beaucoup de matériaux courants sont composés de
microcristaux orientés aléatoirement et sont de ce fait
isotropes

©

Un traitement métallurgique (laminage, extrusion) peut
orienter les microcristaux et rendre le matériau anisotrope

©

Le bois massif est anisotrope (orientation des fibres)
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I. Milieux élastiques isotropes

[-5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (2/10)

21 composantes non nulles a priori [Vérifier!]
— C1111, C2222 , €3333
— C1212, C1313, €2323
— C1122, €1133, C2233
— C1112, C1113, C2221, 2223, 3331, €3332
— C1123, €2213, €3312

— C1312, C2321, C3231

Rotation N° 1 d’axe A : z1 = 22, x3 = T3,
r3 — 1

A C1111 = C2222 = (C3333

C1212 = €C1313 = C2323

C1122 = €C1133 = €2233

20/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 2016—-17



11 suffit de faire la correspondance entre les coefficients c;jr; et les
coefficients cqg.

— Ci111 Cll) C2222 (C22), €3333 (€33

— C1212 (C66 ; €2323 (C44

— C1122 C13), C2233 (C23

(
(
(
(

—~ o~~~
~— ~— ~— ~—

)
C12 ), C1133
)

— C1112 C26), C2223 (024)7 C3331 (035)’ €3332

(csa)

C16), 1113 (C15), C2221

— C1123 (014), C2213 (625), C3312 (036)

— C1312 (056)7 C2321 (646), C3231 (045)
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I. Milieux élastiques isotropes

I-5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (3/10)

Regardons les composantes du type :
C1112, €1113, €2221, €2223, €3331, €3332
— C1123, €2213, €3312

— (1312, €2321, C3231

Rotation N° 2 : Axe x3, rotation de 7/2. Donc x; — X3 et xg — —XJ.

C1113 = €2223 == C1113 = 2223
= C1113 = C2223 = 0

C2223 = —C1113 = C1113 = —C2223

3312 = —(€3321 = (3312 = —(3321
= 3312 = 3321 =0
or on a vu : Cijkl = Cijik

C3231 = —C€3132 = €3231 = —C3132
= 3231 = 3132 =0
or on a vu : Cijkl = Cklij

22/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 201617



I. Milieux élastiques isotropes

I-5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (4/10)

On peut reprendre le raisonnement avec des rotations de 7/2 autour
des axes x1 et x5. Donc les seules composantes non nulles sont celles
avec les quatre indices égaux, ou avec deux fois deux indices égaux.

Les composantes non nulles sont alors :

C1111 = €C2222 = €3333 = K

C1122 = C1133 = €2233 = A

C1212 = C1313 = €2323 = [

C2112 = €C3113 = €3223 = [ CaAT Cjjkl = Cjikl
Soit :
Cijkl = )\5@'5]@[ + U (5ik5jl + 5il5jk) + (Ii -A- Q/L)Vijkl,

ol V51 = 1 si les 4 indices sont égaux et 0 sinon.
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I. Milieux élastiques isotropes

I-5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (5/10)

Soient x, y, z et w 4 vecteurs quelconques.

Puisque ¢;;5; est un tenseur d’ordre 4, alors c¢;irix;y; 2w, doit étre un
J ) J j
scalaire. Cette expression s’écrit

CijklTiYjzewy = ATiyizjwy + p(Tiziyjw; + Tiwiyjz;) +

+(I€ -A- 2,&) (xlylzlwl + .. )

Les trois premiers termes sont a I’évidence des scalaires, mais pas le
dernier qui n’est pas invariant par rotation.

Prenons en effet x =y = z = w. Le dernier terme vaut x} + 23 + 3.

Soit x = (1,1,1)/+/3. Alors xf + 23 + 23 = 1/3.
11 existe une rotation qui transforme ce vecteur en x’ = (1,0,0), et
a4 x’g =1.

Il faut donc Kk — A -2p=0!

[Exercice : Donner la forme général d’un tenseur isotrope de rang 2
(par exemple le tenseur des constantes diélectriques)]
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En imposant 'invariance du tenseur A;; sous la rotation N° 1 on
trouve A11 = A22 = A33.

Si on consideére maintenant la rotation N° 2, on a A3 — Ao3 et

Aoz — —Aq3. La seule possibilité est donc A3 = Aoz = 0. De méme

Asz1 = Aso = 0. En prenant d’autres rotations d’axes x1 et x5 on annule
ainsi tous les termes non diagonaux.

Les tenseurs isotropes de rang 2 s’écrivent donc
Aij = Adyj

ou A est une constante.

La propriété physique correspondante est donc caractérisée par le
scalaire A, dans un matériau isotrope. C’est le cas de la permittivité
diélectrique, de la perméabilité magnétique, de la conductivité, etc...
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I. Milieux élastiques isotropes

[-5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (6/10)

Le tenseur d’élasticité d’un matériau isotrope est donc

Cijkt = 03Ot + 1 (83161 + 6651

A et p sont les coefficients de Lamé, homogenes a des pressions

Tij = )\Sk:kézj + 2/LSZ‘j

(Tableau)

1 A

Siji=—T5; — ———————
Tooum Y 2u(3N + 2p)

T}r.0ij
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I. Milieux élastiques isotropes

I-5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope

Module d’Young F et coefficient de Poisson v

AL 1F  Ad AL
— === — =-v—.
L E S’ d L

R
" B
Rzl % 3
A / // /
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I. Milieux élastiques isotropes

I-5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (8/10)

Parallélépipede rectangle soumis & une extension selon son axe Oz

N
-pS2, u pSe:

Sur les cotés, F; = Tj;n; =0 avec nj = ny ou ny. Donc seule T, # 0.
Sur les faces, Tp;n; = T,, = p. Donc (en déformation homogene)

A+ A

Szz I ——— ) Sxm =Syy =~
W3+ 2)" v

2u(3X +2u) P
(Tableau)

Module d’Young E : S, = p/E. Coefficient de Poisson v : Sy, = -vS...

(3N +2p) A
E=———7 =—
Ap v 2(\+ )
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I. Milieux élastiques isotropes

I-5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope

29/153

On peut donc écrire

soit

Or

donc

Ap

E=2
'u+)\+

=2u(l1+v)
i

1

E

T 2(1+v)

A1 -2v) =2up,

FEv

T (L)

(1-2v)
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I. Milieux élastiques isotropes

[-5. Tenseur d’élasticité d’un milieu isotrope (10/10)

Aspect thermodynamique :
A 1 21 2
W= 5(514‘)2 +p(Si5)” = M(Sij - gSkk&j) *3 ()\ + —M) (ii)*

1 est le module de cisaillement.
2 1 1 (0V
B=X\+ ?H est le module de compression B = v (3_]3) (Tableau)

Dans I'expression de droite, le premier tenseur est de trace nulle. Les
deux termes carrés sont donc indépendants, et on en déduit

2
w20 et )\fo—u
3
soit aussi
: 1 .
E>0 et —1(51A:—2u/3)<u<§(81u:0)
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IT. Ondes élastiques
Plan du Chapitre 1T

1 Equations du mouvement

2 Ondes planes

3 Quelques valeurs numériques

4 Cas général

5 Comparaison avec les fluides Newtoniens
6 Propagation de I’énergie

7 Ondes sphériques
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IT. Ondes élastiques

I1-1. Equations du mouvement

Loi de Newton (en négligeant la gravité) :

8211,1' _ 8TU
P otz ~ oz,

Matériau élastique isotrope :

1(0u; Ouj
J k3

(Tableau)

Equations de Navier :

82
pa—;‘ = pAu+ (A +p)V(V-u) = (A+20)V(V-u) = 4V A (T A u)
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IT. Ondes élastiques
II-2. Ondes planes (1/4)

La coordonnée x; est définie par la normale aux plans d’onde.
On cherche donc un déplacement élastique de la forme u = u(zy,1t).

8U1

vV-u=—
v (92111

Les équations de Navier donnent deux équations :

82

PaT (A+ 2)

82’

82@62)3 _ M82u2)3
= 5
ot? O3

Il y a donc deux modes acoustiques découplés.
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IT. Ondes élastiques
IT-2. Ondes planes (2/4)

Mode longitudinal.

i

Le déplacement est parallele a la direction de propagation.

A+2u
p

V-uz#0, VE=

La vitesse de ’onde est indépendante de la longueur d’onde :
propagation non dispersive.
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IT. Ondes élastiques
II-2. Ondes planes (3/4)

Mode transverse.

/\v \//\

La vitesse de 'onde est indépendante de la longueur d’onde :
propagation non dispersive.
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IT. Ondes élastiques
I1-2. Ondes planes (4/4)

Vitesses de propagation en fonction du module d’Young et du
coefficient de Poisson :
E(1- E
V2= __BQ-v) R 7= S -
p(1+v)(1-2v) 2p(1+v)
On en déduit que

Ve \ (1-2v)

Vi 2(1-v)

Il s’agit d’une fonction croissante de v sur le domaine -1 < v <1/2.

On en déduit Vi, > \/4/3Vr (pour v = -1) et méme Vf, > V2V pour
les matériaux les plus courants (0 < v < 1/2)

Les ondes longitudinales vont toujours plus vite que les ondes transverses.
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IT. Ondes élastiques

11-3. Quelques valeurs numériques

Matériau Densité | Vi, Vr
(g/em?) | m/s | m/s
Laiton 8.6 4700 | 2100
Duralumin 2.79 6320 | 3130
Inox 7.9 5790 | 3100

Verre (flint) 3.88 | 3980 | 2380
Verre (crown) 2.24 5100 | 2840
Plexiglas 1.18 2680 | 1100
Nylon 1.11 2620 | 1070

Rappel : Dans l'air Vg ~ 340 m/s, dans 'eau Vg ~ 1500 m/s.
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IT. Ondes élastiques
IT-4. Cas général (1/4)

Théoréme de Helmholtz :

Soit u une solution des équations de Navier dans un domaine fini D
de lespace, pour t1 <t < to. Alors il existe une fonction scalaire p(x,t)
et une fonction vectorielle 1 (x,t), avec V -9 = 0, telles que

u(x,t) = Vo(x,t) + V A(x,1).

(Remarque : u représente trois degrés de liberté, le potentiel scalaire
et le potentiel vecteur en totalisent 4. Il n’est donc pas surprenant de
pouvoir imposer une condition supplémentaire a 1)

Les équations de Navier deviennent (en intervertissant 'ordre des

dérivations)
V82_<p+ VA— P _ w[VAp+V A (AY]+ (A + p)V(Ap)
8t2 p atQ - 90 M SD
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IT. Ondes élastiques
IT-4. Cas général (2/4)

e Appliquons l'opérateur divergence & cette équation :

2
A[ % 5 (/\+2,u)A<p]

e Appliquons 'opérateur rotationnel & cette équation : (Tableau)

62
A[ 8;2[} “M]

Il n’est pas totalement évident que ’on puisse simplement

« supprimer » 'opérateur Laplacien! Il reste des fonctions de
Laplacien nul, mais celles-ci peuvent étre introduites dans une
redéfinition des potentiels ¢ et 1. La démonstration en a été faite par
P. Duhem en 1898 (voir E. Sternberg, Arch. Rat. Mech. Anal., vol. 6, 34-50)
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IT. Ondes élastiques
II-4. Cas général (3/4)

On a donc en toute généralité :

0% 0%

Pz~ (A+2u)Ap =0, Pz pAY =0

@ Le champ ur(x,t) = Vo(x,t) représente 'onde longitudinale.

@ Le champ urp(x,t) = V At(x,t) représente 'onde transverse.

On retrouve bien les deux expressions précédentes des vitesses de
propagation sans faire I’hypothese des ondes planes!
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IT. Ondes élastiques _
I1-4. Cas général (4/4)

Note sur la terminologie :

Mode longitudinal, V7,

@ Onde irrotationnelle Mode transverse, Vr

o Onde de ® Onde équivolumique
dilatation/dilatation/compression @ Onde de cisaillement
® Onde primaire ou onde P @ Onde secondaire ou onde S

(car VL > VT)
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IT. Ondes élastiques

ITI-5. Comparaison avec un fluide Newtonien (1/3)

Equations de Navier-Stokes :

%+V~(m’)=0

(ZZ (v V)V) —VP+77AV+(§+g)v(v-v)

Approximation linéaire : p = pg + dp, p=po + p, v
9ép

ot +p()v v=0
ov 8p) ( r])
gv__(Z¢ 5 A i )
Ly (ap [ Vop v §+5)V(vY)
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IT. Ondes élastiques

II-5. Comparaison avec un fluide Newtonien (2/3)

e Composante transverse du champ de vitesse : V-vp =0

20 _

0
o

normal pour des ondes équivolumiques, et

ovr . . P
poa—tl =nAvr | (Equation de diffusion)
Dans un fluide Newtonien, le mode transverse est diffusif!

1l s’agit de LA différence fondamentale entre un solide et un fluide !
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IT. Ondes élastiques

ITI-5. Comparaison avec un fluide Newtonien (3/3)

e Composante longitudinale du champ de vitesse : vy, = V¢ (Tableau)

%0 (8p) 0o
9 _ oo (L) Ag+ ( s )A
g =P\ 5, . ¢ 3 31) 8%,
—,_/
terme d’atténuation
Notez que le terme d’atténuation n’est pas invariant par renversement
du temps t <— —t!

En négligeant ’atténuation, la vitesse de propagation est

dp
- (3)
5 dp/s
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IT. Ondes élastiques

I1-6. Propagation de I’énergie (1/4)

Calculons le flux d’énergie ® traversant une surface élémentaire dS
selon la direction de sa normale n.

<I>jnjd5’ = t(—n,x,t) -udS = —Tijumde

(c’est t(-n,x,t)) car si Ponde se propage dans la direction de n la
contrainte est exercée par le milieu situé du coté de —n)
Donc

e Cas d’une onde longitudinale u = nu (t - H)
L
On montre que (Tableau)

®; = pVii’nj, ®=pVpi’n, (Onde longitudinale)

Le flux d’énergie est orienté selon la direction de propagation de
I’onde.
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IT. Ondes élastiques

II-6. Propagation de I’énergie (2/4)

e Cas d’une onde transverse u = pu (t - ?) ou|p|=1letp-n=0.
T

On montre que (Tableau)

O, = pVT?lan, ® = pVru’n, (Onde transverse)

Le flux d’énergie est orienté selon la direction de propagation de
I’onde.

L’identité entre direction de propagation de ’onde
et direction du flux d’énergie
est une propriété des seuls milieux isotropes !

46/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 2016-17



IT. Ondes élastiques

II-6. Propagation de I’énergie (3/4)

e Densité d’énergie de déformation

1 1
W = 5771',]‘571]' = 5/’7127

pour les ondes longitudinales et pour les ondes transverses. (Tableau)

1
e Densité d’énergie cinétique F, = 3 P2

e Densité d’énergie totale

o Vitesse de transport de 1’énergie

P

U
&

|

VLH

VT n

(ondes longitudinales)

(ondes transverses)
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IT. Ondes élastiques
I1-6. Propagation de 'énergie (4/4)

L’identité entre direction de propagation de ’onde
et direction de propagation de I’énergie
est une propriété des seuls milieux isotropes !

Loi de conservation de I’énergie :

e 0D
ot " om, Y
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IT. Ondes élastiques
IT-7. Ondes sphériques (1/11)

Partons des équations de Navier sous la forme

S = (A +20)9(V u) - uV A (T A )
Prenons la divergence de cette équation. On trouve
S-VZAS=0
ou S =V -uest la dilatation .
Prenons le rotationnel de I’équation de Navier. On trouve
O-ViAw=0
oll w =V Au est le vecteur tourbillon.

Cette fagon de décrire les ondes longitudinales (S # 0) et les ondes
transverses (w # 0) va se révéler pratique pour I’étude des ondes
sphériques.
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IT. Ondes élastiques
IT-7. Ondes sphériques (2/11)

e Coordonnées sphériques

d= dlﬁl + dg:ﬁg + d3§33 = drer + dgeg + d¢e¢

d, = (dycosd+dasing)sinf +dscosb
dg = (dycosd+dasing)cosf —dzsind
dy =-dising+dycos¢
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IT. Ondes élastiques
II-7. Ondes sphériques (3/11)

e Ondes sphériques de dilatation/compression (1/3)

Pour des ondes de dilatation/compression a symétrie sphérique, la
dilatation S est seulement fonction du temps ¢ et du rayon r = [x|. Elle
obéit donc a I’équation

1 .9*(Sr) _ 9*(Sr)
V2 oo or?

qui admet comme solution générale

o H=rVi) | gltr/Vi)

ou f et g sont des fonctions quelconques deux fois dérivables. La
fonction f (resp. g) représente une onde divergente (resp. une onde
convergente)

Nous nous limitons désormais aux seules ondes divergentes.
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IT. Ondes élastiques
IT-7. Ondes sphériques (4/11)

e Ondes sphériques de dilatation/compression (2/3)

Les équations de Navier peuvent se mettre sous la forme
.12 2
u= VLVS_VTV/\(JJ
On en déduit
t—r/V]
ﬁ:VfV[f( r/ L)]
r

soit

u- V[M] o () = V2F(H)

Cette onde est irrotationnelle, divergente dans la direction radiale et
le déplacement est lui aussi radial. C’est donc une onde longitudinale

X uzg[ﬁb(t—T/VL)]

u=ul T =
’ ’ or r
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IT. Ondes élastiques
II-7. Ondes sphériques (5/11)

e Ondes sphériques de dilatation/compression (3/3)
Il y a bien str une singularité en r = 0. On peut ’éviter en supposant
que l'onde est émise par une traction exercée sur une surface

sphérique interne r = R > 0.
La traction correspondante est (Tableau)

~ ot P u a “
(=, %,)|,_p = ~Tijdjl_p =~ [(3/\ +2p)+ (A 2p)r o (?)] R

(traction radiale puisque &; = §,;)

Le flux d’énergie est lui aussi partout radial :

q)j = —Tiji‘ﬂ'l, =—2u [(3/\ + 2#)2 + ()\ + 2[[1)’/’2 (E):I
r or\r
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IT. Ondes élastiques
II-7. Ondes sphériques (6/11)

e Ondes sphériques de cisaillement (1/6)

On cherche des ondes de cisaillement ne dépendant que de la
coordonnée radiale 7.
On veut V-u =0, on pose donc

u=VAF.
Les équations de Navier imposent (Tableau)
ii=-VVAaw == VA[F-VZAF]=0

On pose alors F = F'd ou d est un vecteur unitaire constant.
On en déduit (Tableau)

F-VIAF=0.

[NB On utilise VA(UA) = (VU)AA+U(VAA)]
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IT. Ondes élastiques
II-7. Ondes sphériques (7/11)

e Ondes sphériques de cisaillement (2/6)
Cette fonction scalaire F' peut donc étre purement radiale, et s’écrit

alors
P =0 () el )

ou f et g sont des fonctions quelconques, f représentant une onde
divergente et g une onde convergente.

Si on se limite a I'onde divergente, le déplacement élastique est

u= i[lf(t‘v?)]“d

On a bien construit une onde de cisaillement, se propageant selon la
direction radiale e,., de polarisation orthogonale a sa direction de
propagation, et a symétrie sphérique.
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IT. Ondes élastiques
II-7. Ondes sphériques (8/11)

e Ondes sphériques de cisaillement (3/6)

Comme précédemment, pour éliminer la singularité en r = 0, on va
supposer que l'onde est émise par une cavité de rayon r = R sur
laquelle on applique une certaine distribution de contrainte. On
cherche donc a calculer

ti(—{f, X, t)|r=R = _Tijz%jlrﬂ{

Il y a une complication technique : en effet la base des coordonnées
sphériques (e,,eq,ey) est une base locale et, une fois exprimées dans
cette base, les coordonnées du vecteur unitaire constant d dépendent
des angles 6 et ¢!
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IT. Ondes élastiques
II-7. Ondes sphériques (9/11)

e Ondes sphériques de cisaillement (4/6)

d. =(dicos¢+dysing)sinb + ds cosf
dp = (d1cos¢+dysing)cosf — dssinf
dy =-dising+dycos¢

0
e.nd= —d¢

do
>
X1
soit enfin

0
u=u(t-r/Vr) dising —dscos¢

(dy cos @ + dasing) cosf — dz siné
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IT. Ondes élastiques
II-7. Ondes sphériques (10/11)

e Ondes sphériques de cisaillement (5/6)
On peut alors calculer le tenseur des déformations (Tableau)

@ S, =0, (évident)
@ Spg =0, (car ug ne dépend pas de 0)
[ S¢¢ = 0,

ce qui est conforme a une onde de cisaillement pour laquelle S = 0.

Les autres composantes sont (Tableau)
® 25,4 - —(u— E)dd,,
r
[~} 259¢ = 0,

u
@ 25,4 =|u—-—]dy,
o= (i)
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IT. Ondes élastiques
IT-7. Ondes sphériques (11/11)

e Ondes sphériques de cisaillement (6/6)

La distribution de contraintes est donc (Tableau)

0
ti(_i‘axv t)|r=R = I:TE (%):IT‘=R (eT A d)1
Le flux d’énergie est (Tableau)
P = —,uim"2 (E) sin® fe,,
or \r

ol pour aboutir & cette expression simple on a choisi (sans perte de
généralité!) le vecteur d porté par axe Oxs.

Notez que Pargument de w est ¢ — r/Vp, donc 1'énergie se propage bien
dans le sens des r croissants (onde divergente)
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane
Plan du Chapitre 11

1 Conditions aux limites & une interface
2 Reflexion d’une onde plane a une surface libre

3 Reflexion/Transmission d’une onde plane a une interface
Liquide/Solide

4 Mesure de constantes élastiques par immersion
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane
III-1. Conditions aux limites (1/2)

@ Interface entre deux solides (rigidement liés) :

» Le déplacement élastique est continu & l'interface :

‘ ui‘solidel = Ui‘solideQ ‘

» La contrainte élastique est continue a l'interface :

‘Tijnj\solidel =Tin ] solide2 ‘

@ Surface libre d’un solide : Aucune contrainte n’est exercée a
I'interface

(a une interface libre)
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane
III-1. Conditions aux limites (2/2)

@ Interface entre un solide et un liquide non visqueux :

» La composante normale du déplacement est continue :

‘ u- n|soli,dﬁ =V. n|li,qui,dﬁ

» La contrainte tangentielle est nulle :

IL/Z‘TZ‘ = Tijnﬂi =0 ‘

» La contrainte normale est continue :

tin; =Tinin; = —p‘
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

III-2. Reflexion d’une onde plane & une surface libre (1/12)

e Onde incidente longitudinale (1/9)

Onde plane, monochromatique (w),

Xo longitudinale

(vide) (solide)

Uy, Prenons x10xs comme plan d’incidence.

@ Oz est orthogonal & 'interface

pe R
/ @ Oz, est orthogonal & Oz dans le
Ly plan contenant ny.
ur
= @ Oz est alors choisi de fagcon a avoir
D nr un triedre direct.

Deux ondes réfléchies (A démontrer!)
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

III-2. Reflexion d’une onde plane & une surface libre (2/12)

e Onde incidente longitudinale (2/9)

Onde incidente : Amplitude Ay, polarisation ng, angle d’incidence 6

i(ko-x—wt)7 ko = Vino

L

Ug = Aonoe

Onde réfléchie longitudinale : Amplitude Ay, polarisation ny,, angle
de réflexion 0y,

i(kp x-wt)
)

w
uL:ALnLe kLEV—nL

L

Onde réfléchie transverse d’amplitude A, polarisation up, direction
de propagation np, angle de réflexion 6.

o w
ur = Ar(es A nT)el(ka ”t), kr = —nrg
Vr
Déplacement total (en enlevant le facteur e™?)
— iko'x ikL-x ikT-x
u = Agnge +Arnre + Ar(es Anr)e
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane
III-2. Reflexion d’une onde plane & une surface libre (3/12)

e Onde incidente longitudinale (3/9)

La condition a la limite est vraie Vzo, V3 et Vt. Par conséquent w, k3
et ko doivent étre les mémes pour les trois ondes. On en déduit les :

Lois de Snell-Descartes (Tableau)

Les directions de propagation des trois ondes sont coplanaires,
dans le plan d’incidence

01, =0, sinfr = &sinf)L
VL
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

III-2. Reflexion d’une onde plane & une surface libre (4/12)

e Onde incidente longitudinale (4/9) : Amplitude des ondes réfléchies
Le déplacement total doit vérifier la condition a la limite
Til =0 en xr1 = 0

avec
Tij = QPV%SM +p (VL2 - ZVI%) Sidij

On en déduit (Tableau)

VT sin 200AL - VL COS QHTAT = VT sin 290A0
Vi, cos20rArp + Vi sin 200 A = =V, cos 201 Ay
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane
III-2. Reflexion d’une onde plane & une surface libre (5/12)

e Onde incidente longitudinale (5/9) : Amplitude des ondes réfléchies

Coefficients de réflexion en amplitude (Tableau)

Ap K2 sin 26, sin 201 — cos® 201 Ar 2K sin 260 cos 201
Ay K?2sin20psin20r +cos? 207 Ay K?2sin 26, sin 207 + cos? 207
ou 12
1-2
KEE: v , sin 0 = K sin 6
VL [2(1-v)

Une onde incidente longitudinale sous incidence oblique
crée une onde transverse !

On trouve bien Ay /Ay =-1et Ap/Ap =0 pour 6, =0
On a vu K <1/+/2 donc Ar/Ag >0
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

III-2. Reflexion d’une onde plane & une surface libre (6/12)

68/153

e Onde incidente longitudinale (6/9) : Az /Ao

En revanche, le coefficient de reflection Ay /Ay peut s’annuler

WoF . . . . n . : . .
06F 4 05+ 4
05F b
o /_\ — 0.1
E 3 0.0
v " < — 02
03f E
< — 0.263
02F ] -051 4 0.3
o 1 — 04
00F g -1.0 [ B
U‘O 0‘1 0‘2 0‘3 0‘4 0‘5 0.0 0.5 1.0 15
v e

Lorsque v < 0.263 il y a deux angles d’incidence pour lesquels

Ar/Ag =0. Si on se place exactement & ces angles, on transforme une
onde longitudinale, par réflexion, en une onde transverse.

(Utilisé dans la pratique)
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

III-2. Reflexion d’une onde plane & une surface libre (7/12)

e Onde incidente longitudinale (7/9) : Ar/Ao

On pose z = K2 sin? 6y, soit z € [0, K?].
AL =0si f(z)=42VEK?-2/1-2-1+42(1-2)=0
soit si p(z) = -1+ 82 +8(2K? - 3)z? - 16(K? - 1)23 = 0.
p(0) = -1 et p(K?) =—(1-2K?)* <0, donc on cherche un maximum
local de p(z), et §’il peut s’annuler
p’(2) est un polynome de degré 2, de racines z1 (K) et 2o (K)
On trouve numériquement la racine K* de p[Za(K™)] =

A (K*,605) =0 avec H(,f(msm[\/,y (K*)/K* ]
Pour v < v* = (1-2K*%)/[2(1 - K**)] ~ 0.263,
A (K,6p) a deux racines.

o -001
<

~l
<

20
&)
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

III-2. Reflexion d’une onde plane & une surface libre (8/12)

e Onde incidente longitudinale (8/9) : Conservation de ’énergie.
Soit ug = Agng cosw(t — kg - x/Vy). Le flux d’énergie incident est
P, = pVLw2A(2) cos? w(t-ko-x/VL)ng
Le flux d’énergie incident moyenné dans le temps est donc
(Po) = %pVLwQA%nO,
et le flux d’énergie incident traversant la paroi est

1
(Do) -x1 = §pVLw2A(2) cos by
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

III-2. Reflexion d’une onde plane & une surface libre (9/12)

e Onde incidente longitudinale (9/9) : Conservation de ’énergie.

De méme le flux d’énergie de 'onde réfléchie longitudinale traversant
la paroi est

1
(Pr) %1 = §pVLw2A% cosfy,

car 01, = 0y, et le flux d’énergie de 'onde réfléchie transverse
traversant la paroi est

1
D) -x; = —pVTw2A2 cosOr.
5 T

On en déduit les coefficients de réflexion en énergie,

AL 2 VT COSQT (AT )2
Rp=(=%), Rr=——>(=%
L (AO) r Vi cosby \ Ag

La conservation de ’énergie se traduit par (Tableau)
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane
III-2. Reflexion d’une onde plane & une surface libre (10/12)

e Onde incidente transverse (1/3)

Il faut supposer ’onde incidente transverse polarisée dans le plan
d’incidence (sinon elle est trivialement totalement réfléchie en une
onde transverse!) [A faire en exercice ]

Loi de Snell-Descartes

Vi
Or =0, sinfy, = “Lgin )
Vr

Coefficients de réflexion en amplitude

Ar K2 sin 26, sin 20, — cos® 26, Ap - K sin 46,
Ay K2sin20ysin26p +cos2260,” Ay K?2sin26,sin 20y + cos? 26
ou 2
Vi 1-2 1
K=-L_ v , sinfy, = —sin by
\%7 2(1-v) K

72/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 201617



III. Reflexion/Transmission & une interface plane
III-2. Reflexion d’une onde plane & une surface libre (11/12)

e Onde incidente transverse (2/3)
Pour 6y = 0, on trouve comme attendu Ay /Ag =0 et Ayp/Ag=-1.

Lorsque I'angle d’incidence augmente, 6, atteint Pangle 7/2 pour un
angle critique 6¢ dont la valeur est toujours inférieure a /4 :

Vr 1
sinfg =K =-—< —
¢ Vi V2

Les flux d’énergie traversant la paroi sont

1
(Po) - x1 = §pVToJ2A3 cos 8y,

1
() -x1 = §pVTw2A2T cos B,

1
(Pr) %1 = §pVLw2A3 cosfp,
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

III-2. Reflexion d’une onde plane & une surface libre (12/12)

e Onde incidente transverse (3/3)

On en déduit les coefficients de réflexion en énergie,

V7, cosfr, (AL )2 (AT)2
L=—7—-—|—), Rr=|—
Vrcosty \ Ag Ao

La conservation de I’énergie se traduit par
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane
II1-3. Reflexion/Transmission & une interface Liquide/Solide (1/7)

=

(liquide) A (solide)

53

Onde acoustique plane, monochromatique (w)
Plan d’incidence x10x>.

@ Oz est orthogonal a I'interface
@ Oz est orthogonal & Ox; dans le plan contenant ny.

@ Ouz3 est alors choisi de fagon a avoir un triedre direct.

Une onde acoustique réfléchie, deux ondes élastiques transmises
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane
II1-3. Reflexion/Transmission & une interface Liquide/Solide (2/7)

Onde sonore incidente : Amplitude Ay, direction ng, angle d’incidence
to
_ i(kox—wt) _w
Up = Aonoe 5 kO = —I
c

Onde sonore réfléchie : Amplitude A, direction n, angle de réflexion 6

1'(k-x—un‘,)7 k = w

u=Ane —n
c

Onde longitudinale : Amplitude Ay, polarisation ny,, angle 6y,

i(kL-x—th)7 k; = VinL

L

uy, = ALnLe

Onde transverse : Amplitude A7, polarisation uy, direction de
propagation nr, angle 6.

i(kr-x—wt _ W
(kr ), kT:—IlT

ur = Ar(es Anr)e 7
T
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane
II1-3. Reflexion/Transmission & une interface Liquide/Solide (3/7)

Les ondes sonores sont longitudinales, de vitesse de propagation
c. Par le méme raisonnement qu’avant, on obtient les :

Lois de Snell-Descartes

Les directions de propagation des ondes sont coplanaires,
dans le plan d’incidence

1
9290, 781119’]‘:751119[/:2811190
T L
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane
II1-3. Reflexion/Transmission & une interface Liquide/Solide (4/7)

e Continuité du déplacement normal (Tableau)
(Ag— A)cosby = A, cos@r, — Ap sinOp
e Continuité de la contrainte normale (Tableau)
(Ag+A)Z = Z Ay, cos 201 — Zp A1 sin 201
ou Z = pc, Zy, = psVy et Zp = psVp sont les impédances acoustiques.
o Nullité de la contrainte tangentielle (Tableau)

ZrArsin20r, + Z;, A1 cos201 =0
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane
II1-3. Reflexion/Transmission a une interface Liquide/Solide (5/7)

e Coeflicients de réflexion et transmission en amplitude

Z1, cos20r

Ap=-Ap 2L
L r ZT sin29L

1

Ag-A = -Ap ——— Tabl
0 r 2 cos by sinfr (Tableau)
1 Zr
Ag+A = - - - ZF
0 T 2cosfrsinfr Z
oll on pose
. . Z cosly, Vr  Zr
N =cos® 207 + K%sin207sin20,, R= ——— =_L_ 2T
cos” 20 + K*sin 207 sin 20y, Z; 00505 V.~ 7,
i_N—R ﬁ__QZZTSin%L 1 ﬁ_QZcosQ@T 1
Ay N+R Ay z? N+R' Ay,  Z. N+R
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane
II1-3. Reflexion/Transmission & une interface Liquide/Solide (6/7)

e Exemple : interface eau/duralumin (¢ = 1480 m/s, Vpr = 3100 m/s,
Vi, = 6300 m/s, p = 10% kg/m?3, pg = 2.7 10 kg/m?)

— Premier angle critique ) = arcsin(c/Vz) ~ 13.6°.
Alors 67, =7/2, donc R =0, soit A/Ag=1et Ar/Ao=0.
Pour 6 > 6} I'onde longitudinale est évanescente et R imaginaire pur.

~ Deuxiéme angle critique 61 = arcsin(c¢/Vr) ~ 28.5°.

Alors 07 =7/2, soit N =1. Alors A/Ag = (1-1i|R|)/(1+4|R]|) est de
module 1, ce qui correspond & une réflexion totale.

Pour 6y > 6} I'onde transverse est évanescente.

— L’angle 6, tel que 61 = 7/4 est utilisé en pratique, en contrdle non
destructif. Il vaut 6y = arcsin[c/(v/2Vr)] » 19.7°.
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane
II1-3. Reflexion/Transmission & une interface Liquide/Solide (7/7)

100

150
095 15

= 10
o oof ] <’B 50
; 085 ] 2 0
— o080 -
2w
075 1< 150

0 0 20 30 0 0 10 20 30 W0

6o (°) 6o (°)

— En rouge les deux angles critiques 6% et 67

— En vert le lieu d’une singularité de la phase de A/Ag, distincte de
Hg . Cette singularité est liée a 'apparition d’'une onde de Rayleigh a
Pinterface. Il s’agit d’une onde localisée a l'interface (elle décroit
exponentiellement avec la profondeur, dans le solide) trés analogue
aux ondes a la surface libre d'un fluide.

(Pour plus de détails voir Royer & Dieulesaint)
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

I11-4. Mesure de constantes élastiques par immersion (1/9)

Principe de la mesure : Le matériau solide est immergé au sein d’'un
liquide, I’émission et la réception se faisant & I’aide d’hydrophones.
[1] S. Siva Shashidhara Reddy, K. Balasubramaniam, C.V. Krishnamurthy, M. Shankar,
Ultrasonic goniometry immersion techniques for the measurement of elastic moduli, Composite
Structures 67, 3-17 (2005)

[2] B. Castagnede, J. Roux, B. Hosten, Correlation method for normal mode tracking in

anisotropic media using an ultrasonic immersion system, Ultrasonics 27, 280 (1989)

e Dispositif en transmission (d’apres [1])

Fig. 2. Schematic of through-transmission immersion technique.
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

III-4. Mesure de constantes élastiques par immersion (2/9)

e Dispositif en réflection (d’apres [1])

Stepper
Molor Bolt to fix

specimen

Back Reflector

R
o
£ ¥
1 Transducer
5 Composite plate in
t rotating frame
o
r To Pulser
Receiver

Fig. 4. Setup for back-reflection immersion technique.

Stepper Motor
Personal Computer Driver and

Controller

Goniometry |

immersion setup

Fig. 3. Block diagram of data acquisition system.
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

III-4. Mesure de constantes élastiques par immersion (3/9)

e Méthode de mesure (d’apres [2])

@ On enregistre un signal de référence R(t), sans 1’échantillon
@ On enregistre le signal regu avec échantillon, S(¢)

@ Hypothese : les deux signaux ont méme forme et sont juste
décalés d’un écart temporel At

@ Réaliste uniquement dans un milieu non dispersif!

@ On calcule la fonction d’autocorrélation entre R(t) et S(t)
+00 +oo
Crs(r) = f R(£)S(t - 7)dt = f R(R[t - (7 + AD)]dt

@ Cps(7) admet alors un maximum pour 7 = —At ce qui permet de
mesurer At.
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

I11-4. Mesure de constantes élastiques par immersion (4/9)

e Mise en oeuvre de la mesure (d’apres [2])

N
\/ V \V \/ v vV

! \
/I N
0245 7 0.2y

Figure 3 signal for a 5 MHz central freq y Figure 4 Autocorrelation function for the signal of Fig. 3

@ Il suffit que la dispersion soit faible autour de la fréquence
centrale du transducteur

@ La précision peut aller jusqu’a 1/100 de la période
d’échantillonnage (en soignant la méthode numérique, voir[2])
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

III-4. Mesure de constantes élastiques par immersion (5/9)

e Position du récepteur (d’apres [2])
[A retrouver en exercice!]

Figure 2 Spatial shift of the quasi-waves during transmission through a plate

Al = [COSH( Vi Vr )]hsine

¢ \cosf cosOr
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

I11-4. Mesure de constantes élastiques par immersion (6/9)

e Mesures de vitesse (d’apres [1])
[A retrouver en exercice!]

— Technique de réflection arriere (back-reflection)

A\ A 12
V¢:[(—t) ——t/dcosﬁi+(—) ]
2d c c

[V vitesse de phase, d épaisseur de I’échantillon, 6; angle d’incidence,
At = tg — t; écrat de temps entre le signal requ avec (t2) et sans (1)
I’échantillon.]

— Technique en transmission
At\? 2At/d 1\2]7
V¢:[(_d ) _ 24t/d cos91-+(—) ]

C c
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

III-4. Mesure de constantes élastiques par immersion (7/9)

e Mise en pratique de la méthode d’autocorrélation (d’apres [1])

1.0+ T
2, | ‘
E} g s ——
TE:' a i = m
E ; VAT Vi
0. ’ < | |
| |
0s——1 S !
15 . - o L ! !
0 S00 1000 1500 2000 Z500 3000 3500 4000 4500 0 S00 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 450C
(a) —> Time ) — Time
2 600 t = w0 53 |
é L | § @ 2 |
£ w0 i B o i
£ | £ w
E 2 E !
& [ g = I
@ o = B
g, . 7 .
@ ‘ [ZI +
40,
I | H
00, i ] X — 800~ .
0 1000 2000 3000 4000 S000 6000 7300 GOCC 2000 0 1000 2000 3000 4000 SO0
(© —> Time @ > Time
Fig. 6. Cross-correlation technique used for the p of wave velocity, time of flight =#, —# or #;, — #,. (a) Normalized reference signal

(without sample). (b) Normalized signal with sample. (c) Auto correlation of reference signal serves to define the time origin. (d) Cross-correlation of
sample signal with reference signal defines the time shift w.r.t. the time origin.
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane

I11-4. Mesure de constantes élastiques par immersion (8/9)

e Mesures de vitesses de propagation (d’apres [1])

3500 3500

3000 3000 I

200 - M
2000 2000 { {

= 7
E g = 9
g ¥ z s I A
T 1500 it '3 1500 !
: g l l
£ 1000 1|‘ S 1m0 I
Ber2
500 500 ] i
Berp I
0 0 ! }
o 20 40 60 80 0 10 20 30 40 50
(a) Incidence Angle (deg) (b) Incidence Angle (deg)

Fig. 7. Velocity vs. incident angle plots for 2.16 mm thick unidirectional graphite-cpoxy composite with data taken using back-reflection technique.
(a) For wave propagating in 1-2 plane (isotropic plane). (b) For wave propagating in 1-3 plane (anisotropic planc).

Remarque : Mesures dans des matériaux anisotropes !
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III. Reflexion/Transmission & une interface plane
III-4. Mesure de constantes élastiques par immersion (9/9)

e Bilan général (d’apres [1])
@ Mesure nondestructive

@ Mesure goniométrique, donc acces a plusieurs constantes
élastiques

@ Extension possible aux matériaux orthorombiques (orthotropic)
(9 constantes élastiques)

@ Méthode automatisable

@ Mesure locale des constantes élastiques
(résolution la taille du faisceau acoustique)

90/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 2016—-17



IV. Quelques solutions en élastodynamique
Plan du Chapitre IV

1 Rappels. Distribution de Dirac et distributions associées.
2 Source ponctuelle

3 Fonction de Green

4 Source sinusoidale en temps

5 Oscillations d’une sphere élastique homogene
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV—-1. Rappels. Distribution de Dirac et distributions associées (1/5)

e Distribution de Dirac
Définition « naive » de d(z) :

— 8(x) =0 pour z <0 et pour z > 0.
— d(x) est infinie en 2 =0

- [zd(x)dle

— Définition plus formelle : V f(z) une fonction de classe C*° (dite
fonction d’essai),

[ F@s@)da = £(0)

— (x)peut étre construite comme la limite d’une suite de fonctions,
1 r\?
0(x) =lim —=ex —(—)
( ) e—=0 6\/’]_‘(‘ P [ €
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV—-1. Rappels. Distribution de Dirac et distributions associées (2/5)

e Propriétés de la distribution de Dirac

Si x est une longueur, [z] = L et [§(z)] =
[ da-a)f@)de = f(a)

— Sia=+0,d6(ax) = i|6(ac)
a

Si ¢(z) a un seul zéro en xg, 6 [¢(x)] = ———d(x — o)

|¢’( o)l
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV—-1. Rappels. Distribution de Dirac et distributions associées (3/5)

e Distribution de Heaviside H(z) ou distribution échelon

- H(:z:)z[ié(u)du
— H(z)=0pour z<0et H(z)=1pour >0
— H'(x) =6(x).
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV—-1. Rappels. Distribution de Dirac et distributions associées (4/5)

e Dérivée de la distribution de Dirac

0'(x) se construit comme la limite d’une suite de fonctions,

§'(z) = £1_r>%% {6 17r exp [— (%)2]}

— Son action sur la fonction f(z) se calcule en intégrant par partie

[ 1@ (- a)dw=-f'(a)

0(x+e)—0(x—c¢)
2e

Elle peut aussi étre définie par §'(z) = lin%
€—>

95/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 201617



IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV—-1. Rappels. Distribution de Dirac et distributions associées (5/5)

o Généralisation a des distributions sur R3

La distribution §(x) est nulle partout dans 'espace R? sauf &
Porigine, et son intégrale sur tout I’espace vaut 1

= 0(x) = 6(x1)d(x2)d(x3)

De méme on définit Vd(x) selon

5,(331)5(33‘2)5(333)
Vi(x) =|0(x1)d (x2)d(x3)
5(%1)(5(!E2)5’(!E3)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-2. Source ponctuelle (1/13)

e Equations de Navier en présence d’une source

Une source acoustique est une densité de force (en N/m?) F(¢,x).
Les équations de Navier s’écrivent alors

H? .
8—1‘3 =VEV(V-u) = VRV A(V Au) + F(tx)

Nous allons déterminer
o La source d’une onde sphérique longitudinale
o La source d’une onde sphérique transverse
o L’onde émise par une source ponctuelle

Ces sources seront définies au sens des distributions.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-2. Source ponctuelle (2/13)

e Source d’une onde sphérique longitudinale (1/4) (Tableau)

Le champ de déplacement élastique est

u:ag[a;(t—r/m] R

Ce champ est irrotationnel. La force source cherchée vérifie donc

0%u
w — V[?V(v . ll) = F(X,t)

Le champ u(x,t) présente une singularité en r = 0, mais on vérifie
facilement que F =0 lorsque r > 0.

La fonction F(x,t) sera donc une distribution, avec une singularité &
Porigine.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV—-2. Source ponctuelle (3/13)

e Source d’une onde sphérique longitudinale (2/4)

Méthode de calcul :

Il faut identifier la nature de la singularité a l'origine

<

<o

On integre donc sur un volume V entouré par surface fermée 9V

<o

A la fin du calcul, ce volume est une sphere de rayon € et € - 0

V=0(), 0v=0()

<o

On peut convertir intégrale de volume en intégrale de surface par
le théoreme de Green (ou de la divergence)

/VAdV fAds

V- (UA)=(VU)-A+UV-A
V-(AAB)=B:-(VAA)-A-(VAB)

<o

<
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-2. Source ponctuelle (4/13)

e Source d’une onde sphérique longitudinale (3/4) (Tableau)

Soit w(x,t) une fonction C*°, ¥V un volume entourant ’origine
délimité par une surface fermée 0V. Par le théoréeme de Green

[F'WdV = f[ﬁ-W—VLQuW(v-w)] dv +
v v
+V5f[u(V-W)—w(v-u)]-ds

oV

On prend pour V la sphere de rayon e centrée sur I'origine.
On trouve, dans la limite ¢ - 0,

fF-de:VLqu~(V~w)dS+O(e)
4 (A%

On en déduit (puisque w est une fonction d’essai quelconque)

F = 47V2o(t)Vo(x)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-2. Source ponctuelle (5/13)

e Source d’une onde sphérique longitudinale (4/4)

La source ponctuelle
D = —531(5’(!E1)(5((E2)5($3)
= —%5(951 +€)8(22)d(w3) + %5(:51 —€)6(22)d(3)

est un dipdle élémentaire (gauche).
La source ponctuelle émettant une onde longitudinale a symétrie
sphérique est une superposition de trois dipoles élémentaires (droite)

N
X2

X1
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-2. Source ponctuelle (6/13)

e Source d’une onde sphérique transverse (1/4)

Le champ de déplacement élastique est

o Bl oo

ou d est un vecteur unitaire constant.
On a vu aussi

VAW, Weud, G-VEAG, w00 = f (1o ).
T
Ce champ est équivolumique. La force source cherchée vérifie donc
82
o012
Le champ u(x,t) présente une singularité en r = 0, mais on vérifie
facilement que F = 0 lorsque r > 0.

+ VAV A(V Au) = F(x,t)

La fonction F(x,t) sera donc une distribution, avec une singularité &
Iorigine.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-2. Source ponctuelle (7/13)

e Source d’une onde sphérique transverse (2/4) (Tableau)

Soit w(x,t) une fonction C*, V un volume entourant l'origine
délimité par une surface fermée 0V. Par le théoréeme de Green

fF-de:f[ii-w—V;,%VQ\Il-(V/\w)] dV—Vﬁf(vQ\I:Aw)-ds
v v (A%

qui se réécrit
fF.wdv - fﬁ-de+V%fv¢-v[d-(vAw)] av -
v 4 %

-f{iimw+v1%[d~(ww)]v¢}-ds
oV

On prend pour V la sphere de rayon e centrée sur l'origine et € - 0

fF-de:—ngf[d-(V/\W)]Vw-dS+(’)(e)
% oV
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-2. Source ponctuelle (8/13)

e Source d’une onde sphérique transverse (3/4) (Tableau)

Par hypothese f(-) et w(-) sont des fonctions régulieres, donc

f F-wdV =4nV2f()d- (VAW) |0
Vv

Soit puisque w est une fonction d’essai quelconque

F = —47VZf(t)d A VH(x)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-2. Source ponctuelle (9/13)

e Source d’une onde sphérique transverse (4/4)

Sans perte de généralité, on peut orienter d selon Ox3. Alors

=6(21)6" (w2)0(w3)
dAvie(x) =] 6"(x1)d(x2)d(x3)
0
La source ponctuelle émettant une onde transverse a symétrie
sphérique est un couple élémentaire
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-2. Source ponctuelle (10/13)

e Source ponctuelle quelconque (1/4)

On s’intéresse maintenant a I'onde émise dans un solide infini,
homogene et isotrope par une force ponctuelle F = d f(¢)d(x), ot d
est un vecteur unitaire constant.

Les équations de Navier sont
0%u 9 9
Soit A un champ de vecteur nul en dehors d’'un domaine fermé D de
Pespace. Prenons alors comme densité de force
0%A
o2
On a pour les équations de Navier une solution évidente, dont on
montre qu’elle est unique :

~VAV(V-A)+ VAV A(VAA) =F(t,x)

u=A!

Cette solution ne comporte aucune propagation d’onde, puisque A =0
a lextérieur de D.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-2. Source ponctuelle (11/13)

e Source ponctuelle quelconque (2/4)

Ces considérations semblent triviales, mais elles impliquent que :
l'onde émise par la source %A /ot>

est équivalente 3
'onde émise par la source VEV(V-A) - VAV A (VAA)
Posons alors A = d¢(t)d(x) et ¢(t) = f(¢). On montre (Tableau)
P AJOt == (t) [VEV (V-dé(x)) - VAV A (V A d(x))]
PAJOtP = (d- V) [VZo(t)VS(x)]+V A [VEd(t)d A Vi(x)]
SPL SPT

SPL : source ponctuelle longitudinale
SPT : source ponctuelle transverse.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-2. Source ponctuelle (12/13)

e Source ponctuelle quelconque (3/4)

On déduit directement des calculs précédents (Tableau)

u(xt)——(d ){ [%] } iw{( o [M]}
soit
u(X,t):%(d ) + LT‘Q/!) A(d A D)+
L T
r/Vr
t s ) TH-7)dr[3(d-2)i - d]
r/V,
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-2. Source ponctuelle (13/13)

e Source ponctuelle quelconque (4/4)

St f(t) =0(t),

u(x,t) = %(d%)%+ %i/\(d/\iﬂ
o) s o

De gauche a droite :

o Le premier terme est une onde longitudinale radiale, se
propageant & V7, (mais pas & symétrie sphérique!)

o Le deuxiéme terme est une onde transverse, se propageant a Vp

o Le troisieme terme représente une composante ayant toutes les
vitesses intermédiairesentre Vr et V. Mais il est d’ordre O(1/r?)
a grande distance, si f(t) est de durée finie. C’est donc un terme
non propagatif aussi appelé terme de champ proche.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-3. Fonction de Green (1/2)

Soit une force ponctuelle F; = §;;6(¢)d(x — X). Cette force agit au
point x — X, dans la direction Oz, avec une variation temporelle (t).

Le champ de déplacement créé par cette force est u; = GL(x,X,t)

Il s’agit de la i-eme composante du déplacement au point x, di a une
force ponctuelle située au point X, agissant dans la direction Oxy,
avec comme dépendance en temps §(t).

Soit maintenant une distributions de force F(x) dans un domaine

borné D. En un point X quelconque, on peut écrire pour chaque
composante de F

Fy(X) = fD Fy(x)5(x - X)dV

La distribution de force est donc vue comme
une superposition de forces ponctuelles.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique

IV-

3. Fonction de Green (2/2)

111/153

Puisque les équations de 1’élasticité sont linéaires, le déplacement
résultant sera la superposition de tous les déplacements induits par

chacune des forces ponctuelles :

wi (X, 1) = fD F(x)GY(x, X, t)dV

Gli(x,X,t) est appelée fonction de Green. Sa connaissance suffit a
déterminer le champ de déplacement correspondant & une distribution
de force quelconque. Elle s’écrit : (Tableau)

4
47TRVL2

GL(x,X,t) = §(t-R/VL) +

L Baa—da) |
4T R3

(6 — Giqr)
47rRV,12,

L))

(5(f/ — B/VT)+

out R=|x-X]et q=(x-X)/R.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-4. Source sinusoidale en temps (1/4)

Nous nous contenterons d’une approche trés simple. En particulier
@ Nous ne regarderons pas les problemes de transitoires

@ Nous ne nous inquieterons pas d’éventuels problemes de
convergence des intégrales de Fourier

L’outil essentiel sera la transformation de Fourier,

+00 +oo
1 ) )
u(x,t) = o fU(x,w)e_“"tdw, U(x,w) = fu(x,t)e“”tdt.

L’emploi de la transformation de Fourier est justifié par le caractere
linéaire des équations dynamiques.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-4. Source sinusoidale en temps (2/4)

e Onde sphérique irrotationnelle (Tableau)

u(x,t) = v [M] C Uxw) - a(w)v(em;m ) ,

otl p(w) est la transformée de Fourier de la fonction ¢(t).
Nous poserons ¢(w) = Rge’?.

Le flux d’énergie transporté par 'onde, moyenné dans le temps, est
pRIW"

= Z
2VLT‘2

(®)

o Il s’agit bien d’'un flux positif divergent

o 1l s’agit du terme dominant, d’ordre O(1/r?) ce qui assure la
conservation de I’énergie.

o Détail technique : bien qu'une fonction sinusoidale soit de
support infini, il n’apparait que ce terme propagatif, et des
termes de champ proche (négligés).

113/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 2016-17



IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-4. Source sinusoidale en temps (3/4)

e Onde sphérique de cisaillement [Exercice]

u(x,t) = % [%f(t— VLT)] ind, Uxw)=o(w)v (eiw;/VT )33/\ d

Le flux d’énergie transporté par 'onde, moyenné dans le temps, est

pRw*

_ 02 03
= S sin“ 0z

(@)

o Il s’agit bien d’un flux positif divergent

o Il s’agit du terme dominant, d’ordre O(1/7?) ce qui assure la
conservation de I’énergie.

o Détail technique : bien qu'une fonction sinusoidale soit de
support infini, il n’apparait que ce terme propagatif, et des
termes de champ proche (négligés).
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV—-4. Source sinusoidale en temps (4/4)

e Source ponctuelle sinusoidale [Exercice]

Ux,w)  (d-2)z eiwr/Vi . A (dAR) eiwr/Vr .
$  AmvE mVE
; A)g— iwr [V, ; iwr/Vp .
+z[3(d )z -d]|e (1+%)_€ (1+%)
dmwr? Vi wr Vr wr

¢ En champ lointain (V. /(rw) « 1 et Vp/(rw) «< 1), le dernier
terme est négligeable.

o En champ lointain ’onde est la superposition de deux ondes
sphériques, une onde longitudinale et une onde transverse.

o Détail technique : bien qu'une fonction sinusoidale soit de
support infini, il n’apparait qu'un terme propagatif, et des
termes de champ proche.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphere élastique homogene (1/19)

e Oscillations radiales (1/2) (Tableau)

¢ On cherche un champ de déplacement u(x,t) = u(r,t)z.
o On cherche les pulsations propres u(r,t) = u(r)e™?
o Ce champ est irrotationnel, donc 3¢, u = V¢ avec ¢(r,t).

o Le potentiel ¢ vérifie

Ap+k2p=0, kp=—

sinkrpr

<o

La solution réguliere & lorigine est ¢(r) = A

<o

La condition & la limite est Tp..(r = R) =0
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphére élastique homogene (2/19)

e Oscillations radiales (2/2) (Tableau)
Posons X =k R.

Les fréquences propres sont nan ‘ ‘ ‘ ‘
données par ot j
tan X 1 . i
X 1-[ViX/@vp)P? ’
27 R Lol
Tn = T % 2 T 6 8 10
VLXn,

Pour v =1/3, Vi, = 2Vp. En prenant Vi, pour le Fer (5460 m/s), et
dans le cas de la Terre (R = 6371 km) on trouve Tj » 45 mn.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphére élastique homogene (3/19)

e Eléments du calcul général. Etape 1. (Tableau)
On cherche u(x,t) = u(x)e™?. Les équations de Navier deviennent
A+ p)V(V-u) + pAu+ pw’u=0
Appliquons l'opérateur divergence (V-) a cette équation :
AS+k2S=0 ou kp=w/V

On montre alors

u=-u; +us avec
1
12
k7

V'UQZO, (AJrk%)UQ:O.

w =-—vS, AS+k2S=0
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphere élastique homogene (4/19)

e Séparation des variables pour un champ scalaire (1/5)

La dilatation S est par définition un champ scalaire, pour lequel on
cherche a résoudre I'équation de Helmholtz,

AS +k1S =0,
dans un domaine décrit naturellement en coordonnées sphériques.
L’opérateur Laplacien, en coordonnées sphériques, s’écrit
1
A=A+ T—2A97<p
ot A, ne porte que sur la variable r et Ag , que sur les angles 0 et ¢.
On procede par séparation des variables, en posant
S(r,0,0) = R(r)Y (6,¢)

On en déduit
2 (AR+KIR)  NgLY
R Ty ¢

oll v est nécessairement une constante, car le membre de gauche n’est

fonction que de r et le membre de droite que des angles 6 et ¢.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphere élastique homogene (5/19)

e Séparation des variables pour un champ scalaire (2/5)

On reprend la méthode de séparation des variables pour les angles

Y (0,0) =0(0)2(¢)
On en déduit
sin@% (sin@%) tosin? g _(I)"(sp) _
©(9) ()

De méme que précédemment, 8 ne peut étre qu’'une constante. Mais
en outre on doit avoir

B

B(p+2m) =B(p) = f=m? o meZ

La fonction © doit étre réguliere pour 6 = 0 ou 6§ = 7. En effet, le choix
de axe Ox3 est totalement arbitraire. Cette condition fixe la
constante a.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphere élastique homogene (6/19)

e Séparation des variables pour un champ scalaire (3/5)

Le résultat est S(r,0,9) = R(r)©(0)®(p) avec

" +m?P =0,
1 d do m?
— Z sineZX 1) - -
Sin9d0(51n0d0)+|:l(l+) SinQ&]@(@) 0

Les fonctions angulaires sont appelées harmoniques sphériques,
Yzi:) = cos(mep) P/ (cosB), Ylgfl) = sin(mep) P (cos8), Yy, = €™ P/ (cosf),

oul=0,1,2,3,..., m=0,1,2,...,n—1,n. P/"(z) est une fonction de
Legendre qui s’exprime en fonction des polynémes de Legendre P;(z),

L(52 _ 2
Py = g

"B (z)
’ 24! dz!

m md
B'(2) = (1-2°)"P =0
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphere élastique homogene (7/19)

e Séparation des variables pour un champ scalaire (4/5)

Ces fonctions forment un systéme orthogonal

2 T
fo dp fo Sin 00", (8, 0) Yirms (0, 0) o Summs it

1 1 /3 1 /5
Yoo ===, Yio=-1\/=cos(d), Yao=-1/=(3cos*(9)-1
00 NGE 10 2\/;C05( ): 20 4\/;( cos™ () )

Pour la fonction radiale 1d (r dR) k2 — UG R(r) =
r2dr dr 72

Posons R(r) = J(r)//F alors J" + -+ [k e ] J=0
T

Les solutions sont les fonctions de Bessel d’ordre [ + 1/2.
La fonction radiale qui ne diverge pas en r = 0 est

J1(r) = Jieayp(krr) /e
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphére élastique homogene (8/19)

e Séparation des variables pour un champ scalaire (5/5)

Jija() _ \/?Sin(x) J3/2() _ /2 (Sin(m) B cos(x))
N T x2 x ’

x Nz T

Jspa(x) \/E (3sin(x) sin(z) SCos(x))
7_ T B oz a2

0.8 - 1

0.6 |- B

04 -

02f ,

S]]

-0.2 -, . . . . . . . —:
0 2 4 6 8 10 12 14
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphére élastique homogene (9/19)

e Séparation des variables pour un champ vectoriel (1/2)

C’est beaucoup plus compliqué que pour un champ scalaire!

o En premier lieu, il faut distinguer composante longitudinale et
composante transverse

o Ensuite, il faut pouvoir exprimer la condition a la limite & la
surface de la sphere

On construit (o indexe la parité de la fonction Y)

o _ 1 o . o
o Ll(m) = EV [Ylgn)(ﬁ,ap)]l(lqr)] (composante longitudinale)

o Ml(:;) =VA [r Ylgz)(ﬁ, @)jl(kTr)] (composante transverse)

o 1 [ea
o Nl(m) = EV A [Ml(m)] (composante transverse)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphere élastique homogene (10/19)

e Séparation des variables pour un champ vectoriel (2/2)

11 faut ensuite t, = T, e, + Trgeg + Ty, = 0 pour r = R.

1 () ) d?
t, = EPM, [_Akiﬂ(k”)+2“dr2]l(kﬂ) ’
1(I+1) (o2 d | 21 7
+DBl(m)|:—u—]l(/€LT ——gyz(/m“)] (pour L{)
kr, r dr r

ol d . 1. o
te = /I + 1)C1(m) —gi(krr) = —gi(krr)| (pour Ml(m))
dr T

2/1,1(1 + 1) (o) d jl(kTT)
g, = MU po) 4 athrr) |,
kT im dr r
12 l(l+1) (o) d2 X l2+l—2, (o)
+TBlm @]l(kTT) + T]l(kTT) (pOHl‘ Nlm )
ol Pl(f;), B,(;:L) et Cl(;? sont trois vecteurs ne dépendant que de 6 et ¢.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphére élastique homogene (11/19)

o Classification des modes d’oscillation (Horace Lamb, 1882) (1/3)
o Modes purement transverses u = Ml(;;)

o Ces modes sont donnés par les solutions de

ji1(X) 27 R
70 L\ N
J1(X) ) Vi X,

X

<

Pour [ =1 la solution X; = 0 représente une rotation autour de x3

o Le premier mode non nul est Xy =5.76

<o

Le déplacement est u = sin(8) ji (Xar/R) e,,.

<

Mode de torsion, avec extérieur et intérieur de la spheére oscillant
en opposition de phase.

126/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 2016-17



IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphere élastique homogene (12/19)

e Classification des modes d’oscillation (Horace Lamb, 1882) (2/3)

o Pour [ =2 le déplacement est u = (3/2) sin(26) jo(Xor/R) e,.

¢ Pour la racine X =0 le déplacement est identiquement nul (pas
de rotation)

o La fonction radiale est toujours positive.

o Mode de torsion, avec hémispheres nord et sud de la sphere
oscillant en opposition de phase.
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphere élastique homogene (13/19)

e Classification des modes d’oscillation (Horace Lamb, 1882) (3/3)

o Le seul mode purement longitudinal est le mode u = L(()g)

o Il s’agit du mode calculé précédemment par une approche
élémentaire

o Dans le cas général il faut prendre une combinaison linéaire des
fonctions L et N pour respecter la condition aux limites.

u= Ll(;L)(kLT) + aNl(:;)(kTr)

¢ On résout alors un systéme (non linéaire!) de deux équations (la
composante portée par le vecteur Pl(:;) et celle portée par le

vecteur Bl(:;)) a deux inconnues w et a.

o Les conditions aux limites induisent donc un couplage entre
modes longitudinaux et modes transverses!
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphere élastique homogene (14/19)

e Application & la sismologie (1/6)
Modele géologique de la Terre (Wikipedia, article « Terre »)

Cercle polaire A;thénosphére
& Manteau rigide

Crolite
continentale (granitigue) - la e r re

oceanigue (D chelle

3 : 4 Atmosphére
Continent — . Hydrosphére
Ocean :
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphere élastique homogene (15/19)

e Application a la sismologie (2/6)
La Terre n’est pas une sphere élastique solide !
Ce qui n’empéche pas de chercher des ordres de grandeur... Des

séismes de tres forte magnitude (Valdivia, Chili, 1960 et Alaska, 1964)
peuvent en effet exciter les modes propres de vibration de la Terre

La sismologie utilise I’observation de ces modes pour identifier des

structures a grande échelle & Uintérieur de la Terre. (Voir Wikipedia,
Free oscillations of the Earth)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphere élastique homogene (16/19)

e Application & la sismologie (3/6)
La classification des modes utilise les indices n, [ et m

o [ est le nombre angulaire, correspondant a l'ordre de
I’harmonique sphérique

o m est le nombre azimuthal, -l <m <1

o n est le nombre radial, il correspond au nombre de zéros de

R, (r)

o Si la Terre est considérée comme parfaitement sphérique (ce qui
est faux, elle est aplatie aux pdles) les périodes d’oscillation sont
indépendantes de m.

¢ On note les modes ,5; (dans cette approximation!)
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphere élastique homogene (17/19)

e Application & la sismologie (4/6)

La classification des modes propres de la Terre recoupe la
classification de Lamb

o Les modes transverses sont appelés modes toroidaux, notés ,7;

» Le mode ¢T; correspond a un changement de vitesse de
rotation de la Terre. Cet effet existe, mais il est bien
entendu tres faible!

» Le mode ¢7T5 correspond a une torsion du globe Terrestre,
I’hémisphere sud et 'hémisphere nord oscillant en
opposition de phase. Il a une période d’environ 44 mn.

o Les autres modes sont appelés modes sphéroidaux, notés ,,.5;

» Le mode de respiration ¢Sg, celui que nous avons calculé, a
une période de 20 mn

» Le mode (51 ne peut pas étre observé (voir plus loin)

» Le mode en ballon de rugby ¢.S2 a une période d’environ
54 mn
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphere élastique homogene (18/19)

e Application a la sismologie (5/6)

Impossibilité du mode ¢S :
Modem=0,n=1

Pour [ =1 Pi(z) = z et donc ©1(8) = cosé.
Donc S(r,0) = R(r) cosb, et

R’ cosf
u; =-— | —Rsinf
k? 0

Ci-contre la déformation de la Terre :

Cette déformation implique un déplacement du centre de gravité :
exclu sans force extérieure!
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IV. Quelques solutions en élastodynamique
IV-5. Oscillations d’une sphere élastique homogene (19/19)

e Application & la sismologie (6/6)

Forme du mode (S2, en ballon de rugby :
Modem=0,n=2

— ~

Pour (=2 /

1 1 y
Py(z) = 5(3z2—1),@2(0) = 5(3(:0520—1) //
Ci-contre la déformation de la Terre \
correspondante : \\
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées

1 Diffusion de spin

2 Digression : Comportement a haute fréquence
3 Transition para—ferromagnétique

4 Ondes de spins

5 Fluides Newtoniens

6 Solides isotropes
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V-1 Diffusion de spins (1/4)

Modele : Liquide de particules de spin 1/2, interagissant par un
potentiel ne dépendant que de leur distance (cas de He® liquide).

En un point x et au temps ¢, il y a une densité n,(x,t) [resp. n_(x,t)]
particules de spin +1/2 (resp. de spin —1/2), et aimantation est

M(x,t) = pp [ne(x,t) —n_(x,t)]

ol up est le moment magnétique d’un spin.

L’aimantation est donc une quantité conservée localement, tout

comme la masse : 9
— +v-IM(x,t) = 0.
T x,0)

A Téquilibre, n, et n_ sont uniformes. Donc phénoménologiquement

(IM(x,t)) = -DV(M (x,1))
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V-1 Diffusion de spins (2/4)

@ D est le coefficient de diffusion de spins

@ Il est positif pour rendre compte de I'uniformisation de n, et n_
a I’équilibre

@ L’équation qui le définit n’est vraie qu’en moyenne statistique

On obtient donc une équation de diffusion :

o)
——-DVi(M)=0
- Dy ()

Il est intéressant d’opérer une transformation de Fourier spatiale et
une transformation de Laplace temporelle

M(k,t):[dve-ik*M(x,t), M(k,z):foodt ¢ M (K, 1)
0

(parfois L[f]= fow dt e 5t f(t), soit s «— —iz)
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V-1 Diffusion de spins (3/4)

On trouve 1

(M(k,2)) = ~TiDi2

(M(k,t=0))

Un pole imaginaire pur z = —iDk? est la signature
d’une équation de diffusion.

Par transformation de Laplace inverse
2
(M (k, 1)) = ™" (M (k. = 0))
qui fait apparaitre un temps caractéristique
(k) L tel que lim7(k) =+
(k) = —= u im7(k) = +oo.
Dk? 4 k—0
Le temps caractéristique de transport de 'aimantation diverge a
grande longueur d’onde : C’est la définition d’un mode

hydrodynamique.
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V-1 Diffusion de spins (4/4)

L’aimantation ne décroit pas sur une échelle de temps microscopique
car c’est une quantité conservée.

Une fluctuation ne peut pas disparaitre localement, mais en diffusant
dans tout I'espace.

Pour une marche au hasard ((Az)?) = Dt soit 7 ~ A\?/D

Par transformée de Fourier inverse,
+ + avec (M (x,t=0)) = Md(x),

\ M r2
_ (0100 =00) = iz ()

Une loi de conservation <= un mode hydrodynamique
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées

V-2 Digression : Comportement & haute fréquence (1/3)

A haute fréquence, le courant ne peut plus suivre instantanément les
fluctuations spatiales de (M (x,t)).

(IM (x, 1)) = f dt' D(t - ) V(M (x,t')),

qui redonne le cas précédent si D(t —-t") = Dé(t —t').

Supposons D(t —t') décrit par un temps de relaxation 7,

v fdt OV (x, 1)) =

Les transformations de Fourier et Laplace donnent
i
z+iDk2[(1-izT)

(M(k,2)) = (M(k,t =0)),
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées

V-2 Digression : Comportement & haute fréquence (2/3)

A basse fréquence, 27 < 1, on retrouve le cas précédent.

A haute fréquence, z7 > 1,
(M(k,2)) = —— (M (k.t = 0))
T 2 k2D e
soit deux poles réels z = +k\/D/7. Or si ((0M [0t)(k,t =0)) =0,
(M)
ot?

12

—CVHM) =0 = (M(k,2))= 555

(M(k,t=0))

Une paire de poles réels est la signature
d’une équation de propagation.

A haute fréquence, le comportement est

propagatif
et non plus diffusif!
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées

V-2 Digression : Comportement & haute fréquence (3/3)

Nombreux exemples pratiques :

@ De la science amusante
https://www.youtube.com/watch?v=8H9sXSQu9ck

@ Moins amusant : cela explique pourquoi on se tue si on tombe en
mer sans parachute !

@ Regardons en détail ’écoulement d’un glacier. Soit 7 la viscosité
de la glace, p sa densité et Vp la vitesse des ondes transverses.
Pour estimer 7, égalons contraintes Visqueus2es et force de
pesanteur : pgH?> ~ 77EH2 - 1.9

H p
I’épaisseur du glacier et U sa vitesse.

Typiquement U ~ 1 km/an, H ~ 10 m, et Vy ~ 10> m/s. On
trouve 7 ~ 10* s soit de 'ordre de la journée.

,ou H est
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V-3 Rappel : Ferromagnétisme (1/2)

En l'absence de champ magnétique extérieur, certains corps (fer,
cobalt, nickel, par exemple) dits ferromagnétiques présentent a
Péquilibre thermodynamique une aimantation non nulle (et
constituent ainsi des aimants permanents).

Ils perdent cette propriété lorsque leur température dépasse une
température critique T appelée aussi température de Curie. (1 043 K
pour le fer, 1 388 K pour le cobalt, 627 K pour le nickel).

Dans le modele de Landau, la transition est décrite par une énergie

libre
G(T,M|) = a(T - Tc)|MJ* + §|M|4, a>0& >0
‘ Pour T < T, le minimum d’énergie
+ libre est M| #0

i+ |M| est le parametre d’ordre de la
transition.

2 E] 0 1 2
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V-3 Rappel : Ferromagnétisme (2/2)

Le point crucial est que I’énergie libre est invariante par rotation (elle
ne dépend que de |M]|)

Toutes les orientations de M sont possibles, du moment que sa norme
donne ’énergie libre minimale

L’état d’équilibre réalise une seule orientation :

il y a brisure spontanée d’une symétrie continue
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V—4 Ondes de spin (1/3)

Modele : Chaine de spins S = (51,52, 53) et interactions entre plus
proches voisins —~2.J 3 S, - Sp41

Le Hamiltonien est invariant par rotation, et 1’état d’équilibre brise
spontanément cette symétrie.

Le spin p contribue a

—2JSp . (Sp+1 + Sp—l) =-—my - Bp

ol
2J
m, = —upS, et B,=-—(Sp1+Sp1)
KB
Alors, en prenant une équation de mouvement classique pour le spin,
dsS
hd—tp =mpy A Bp

Supposons les spins orientés selon Oxz. S35~ (|S]) =5, 51 < 5, So <« S
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V-4 Ondes de spin (2/3)

En linéarisant,

s; = (2J5/h) (252 - 82, - S2,1)
S2=(2JS/h) (-255 + S} 4 +Sp1)

Si on pose S;’z = Alﬁgei(pk“_‘“) ou a est la maille du réseau,

—iwA; = (2JS/h) A (2 —etha _ e“w)
—iwAy = (2JS[h) Ay (-2 + e + ¢ika)

d’ol on déduit la relation de dispersion

hw = 4JS(1 - coska) ~ 2JSa’k?*  pour ka < 1.

On retrouve limw(k) =0

k—0
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V-4 Ondes de spin (3/3)

Localement, du fait de 'invariance par rotation, la force de rappel
n’est due qu’a la trés faible différence d’orientation des spins les uns
par rapport aux autres. Quand ’état d’équilibre brise une symétrie
continue, les fluctuations du parametre d’ordre constituent un mode
hydrodynamique dit mode de Goldstone.
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V-5 Fluides Newtoniens

Attention! Dans le cadre de la réponse linéaire !

Op + pViv; =0 (conservation de la masse)
O + Vi0p = ik ViV vg  (conservation de la quantité de mouvement)
HE+Vv;JF =0 (conservation de I’énergie)

1+ 3+ 1 soit 5 équations de conservation.

5 modes hydrodynamiques :
@ 2 modes de propagation du son, w = £cgk
@ 2 modes de cisaillement diffusifs, de polarisations orthogonales

@ 1 mode de diffusion de la chaleur
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V-6 Solides isotropes (1/4)

Par rapport a un liquide, les atomes d’un solide occupent une position
définie dans 'espace. L’état d’équilibre d’un solide brise I'invariance
par translation dans les trois directions de I’espace.

Il apparait donc trois modes de Goldstone!

5+ 3 soit 8 modes hydrodynamiques :
@ 2 modes de propagation acoustique longitudinale, w = £V k

@ 4 modes de propagation acoustique transverses, w = +Vpk, pour
deux polarisations orthogonales

@ 1 mode de diffusion de la chaleur

@ Il en manque un?
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V-6 Solides isotropes (2/4)

Il s’agit d’'un mode de diffusion de lacunes

D080 X 8K

La molécule grisée peut traverser le puits de potentiel par effet tunnel.
Comportement diffusif!

150/153 C. Coste, Laboratoire MSC Solides isotropes, M2 Acoustique, 201617



V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V-6 Solides isotropes (3/4)

S’il y a des lacunes, la masse volumique va dépendre de la
déformation.

Soit Ng le nombre de sites du réseau cristallin, Nj, le nombre de
lacunes, V' le volume du solide.

Nombre total d’atomes : N = Ng — Ny,
— Densité d’atomes n = N/V
— Volume de la cellule unité du réseau Q= V/Ng

Densité de lacunes ny, = N /V

00

n:Q{)l—nL = Qpon = -uy; —Qodny, car U“”ZQ—
0

et Péquation u;; = §V/V n’est plus vraie!
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V. Fluctuations hydrodynamiques et symétries brisées
V-6 Solides isotropes (4/4)

Equations du mouvement : (8 modes hydrodynamiques)

Op + pViv; =0 (conservation de la masse)

Owv; + Vidp — V¢ =0 (conservation de la quantité de mouvement)
HE+Vv;JF =0 (conservation de I’énergie)

Opui —v; = XV ¢y (diffusion des lacunes)

On retrouve les équations de Navier si
2 1
5p = —Ku”, K=\+ g,u, qbij = 2u (U,ij - guudij)

La derniere équation montre que d;u; # v; & cause de la diffusion des
lacunes.
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Supplément : Formulaire.

V-(UA)=(VU)-A+UV-A
VA(UA)=(VU)AA+U(VAA)
V-(AAB)=B-(VAA)-A.-(VAB)
VA(AAB)=(B-V)A-B(V-A)-(A-V)B+A(V:-B)
V(A-B)=(B-V)A+(A-V)B+BA(VAA)+AA(VAB)
vAa(VU)=0

V-(VAA)=0

VA(VAA)=V(V-A)-V2A

6 6 6 6 6 6 o6 ¢
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